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Приводятся результаты математического и полунатурного моделирования работы алгоритмов фильтра-
ции сигналов микромеханических гироскопов и акселерометров инерциального измерительного блока. 
Сопоставляются спектры и погрешности оценивания параметров движения для нескольких вариантов ал-
горитмов с учётом математических моделей датчиков в условиях воздействия стационарных и нестацио-
нарных возмущений. 
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При построении алгоритмов оценивания и 
минимизации составляющих случайных погрешно-
стей инерциальных датчиков применяются схемы и 
алгоритмы фильтрации, различающиеся по уровню 
привлекаемой априорной информации о стохасти-
ческих характеристиках ошибок измерений. Суще-
ственное распространение в навигационных зада-
чах получил оптимальный алгоритм цифрового 
фильтра Калмана (ФК), применяемый для оценива-
ния сигналов инерциальных датчиков при воздей-
ствии стационарных помех и возмущений [1, 2]. 
Особенностью ФК является то, что входные возму-
щения w(t) и ошибки измерения ν(t) в ФК должны 
быть гаусовским белым шумом с нулевым матема-
тическим ожиданием. Векторы w(t) и ν(t) должны 
быть статистически независимы и их взаимная кор-
реляционная функция должна быть равна нулю. 
При эксплуатации инерциальных датчиков на из-
меренные полезные сигналы накладываются воз-
мущения в виде комбинации шумов различной сто-
хастической природы [3]. Эти возмущения обуслов-
лены внешними возмущениями и внутренними 
источниками ошибок, вызванными конструктив-
ными и технологическими особенностями измери-
телей. 

Для повышения точности оценивания сигна-
лов необходимо точное задание статистических 
характеристик шумов динамической системы и из-
мерений, математической модели системы. Рас-
сматривается задача анализа погрешностей работы 
стационарного ФК, построенного на основе разных 
математических моделей датчиков, сравниваются 
результаты работы ФК и линейного фильтра низких 
частот (ФНЧ). Практическая значимость и научная 
новизна представляемой работы заключается в по-
лучении количественных значений погрешностей  
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оценивания параметров движения с помощью ФК 
на основе различных вариантов математических 
моделей датчиков и фильтров. 

Методика и последовательность проведе-
ния исследования. Рассматривалась динамическая 
система, построенная на основе передаточная 
функций чувствительного элемента (ЧЭ) датчика, и 
математических моделей, описывающих сигналы и 
шумы ЧЭ. Реализация математических моделей 
ФНЧ и ФК осуществлялась на основе стандартных 
библиотек программы MatLAB Simulink. Исследова-
лась эффективность работы ФК и ФНЧ при оцени-
вании полезного сигнала с возмущениями в виде 
белого или цветного шума, а также натурных сигна-
лов микромеханических гироскопов (ММГ) и аксе-
лерометров (ММА). Блок-схема программы модели-
рования в Simulink MatLAB приведена на рис. 1. 

 
 

 
 

Рис. 1. Структурная схема математического  
моделирования 

 
При математическом моделировании рас-

сматривалась динамическая система [4] 
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с известными входами динамической системы u и 
возмущениями по входам w и измерениям ν, кото-
рые являются «белым» шумом со следующими ха-
рактеристиками: 
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где A - матрица состояния; B – матрица управления; 
G – матрица  ошибок; C – матрица  измерений; D – 
матрица прямой связи; H – матрица шумов наблю-
дения; R, Q, N – матрицы ковариаций. 

В этом случае фильтр Калмана описывается уравнениями: 
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где  матрица  коэффициентов L и  новая  матрица  ко-
эффициентов  обратных  связей F определяется  на 
основе  решения  матричного  алгебраического  урав-
нения Риккати. Обновленная матрица коэффициен-

тов обратных связей F применяется для того, чтобы 
уточнить  предсказание x[n] на  основе  измерения 
y[n]: 

 

( )][][̂][][̂]1[̂ nuDnxCnyFnxnx ⋅−⋅−⋅+=+ n     (4) 
 

где ]1[̂+nx  - оценка сигнала, I - единичная матрица, F- матрица коэффициентов обратной связи. 
 

Математическая  модель  формирующего 
фильтра. При построении  математической модели 
ФК  применяется  динамическая  система,  описывае-
мая  дифференциальным  уравнением  преобразова-
ния  входного  белого  шума  цифровым  формирую-
щим  фильтром. Рассмотрим  дифференциальное 
уравнение ФФ первого порядка [1]: 

 

( ) ( ) )(twDtxtx x ⋅⋅=⋅+ µµ
, (5) 

 

на  вход  которого  поступает  белый  шум )(tw  еди-

ничной  интенсивности µс  дисперсией xD,  на  вы-
ходе  образуется  экспоненциально - коррелирован-
ный случайный процесс. 

Дифференциальное  уравнение  математиче-
ской модели ФФ запишем в виде: 

)t(w,xx, ⋅=⋅+⋅ 414110031830 
  (6) 

 

Преобразовав уравнение (6) к дискретному 
виду получим выражение: 

 

( ) TwTxx nn ⋅⋅+⋅−⋅=+ 235.44416,314111,1 (7) 
 

где T  – период  квантования,  равный  2e-05с,  вели-
чина которого задавалась в соответствии с условия-
ми  числовой  устойчивости  этого  и  последующих 
рекуррентных уравнений ЧЭ. 

График АЧХ формирующего фильтра (7) при-
веден  на  рис. 2. Из графика  АЧХ  ФФ  видно,  что 
полоса пропускания составляет 50,8 Гц. 

 

 
 

Рис. 2. График АЧХ ФФ 
 

Упрощенные  математические  модели 

ММА. Для  учёта  в  уравнениях  фильтра  Калмана 

параметров  акселерометра  воспользуемся         

математической  моделью  ММА ADXL 203  [5], 

структурная схема которой приведена на рис. 3. 

 

Упрощенная модель ЧЭ ММА Фильтр низких частот
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Рис. 3. Упрощенная математическая модель ММА маятникового типа:
ММА

ИМ
W , ДМW , ФНЧW - передаточные 

функции ЧЭ ММА, демодулирующего фильтра и ФНЧ выходного каскада,K - коэффициент усиления 
 

 

 

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, том 19, №1(2), 2017

378



Запишем дифференциальное уравнение усе-
ченной математической модели ММА: 

 

Uxxexe ⋅=⋅+⋅−+⋅− 011,0106788,510374,8 

    (8) 
 

В уравнении (8) не учтены члены с производными 
выше второго порядка на основании проверки    

устойчивости и частотных характеристик полной и 
усеченной моделей. Аналогичное усечение прово-
дилось и с другими моделями для снижения поряд-
ка ФК. 

Преобразовав уравнение (8) к дискретному 
виду получим выражения: 
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Матрицы пространства состояний: 
 









⋅⋅−

=
)10+1.0494e−(109+1.1942e

1
TT

T
Aчэ

мма

,  







⋅= 07+1.313e
0

TBфнч
мма

 (10) 
График АЧХ ММА без ФНЧ приведен на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4. График АЧХ ЧЭ ММА 
 

Дифференциальное уравнение усеченной ма-
тематической модели ММА с учётом фильтра низ-
ких частот выходного каскада запишем в виде: 

Uxxxe ⋅=+⋅+⋅− 9983,01003213,008165,9   
   (11) 

 

Преобразовав уравнение (11) к дискретному виду получим выражения: 
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Матрицы пространства состояний: 
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График АЧХ ММА с ФНЧ приведен на рис. 5. 
 

 
 

Рис. 5. График АЧХММА с ФНЧ 
 

Из рис.4, 5 видно, что полоса пропускания ЧЭ 
составляет 8,27e+03 Гц, с учетом ФНЧ она сужается 
до 50,1 Гц. 

Упрощенная математическая модель 
ММГ. В качестве датчика угловой скорости           

рассматривался ММГ типа CRG20, построенный по 
RR-схеме вибрационного гироскопа. Упрошенную 
математическую модель ММГ представим в виде [6, 
7]: 
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Рис. 6. Упрощенная математическая модель ММГ RR-типа: 

где - γω, αω - угловые частоты колебаний ИМ, γQ, αQ - добротности, xJ, zJ- моменты инерции ротора,Ω - вход-
ная угловая скорость, ВM  - момент привода инерционной массы, ДУK - коэффициент датчика угла, ДМK  - коэффи-

циент датчика момента, измΩ  - измеренное значение угловой скорости 
 

Дифференциальное уравнение упрощенной 

математической модели ЧЭ ММГ [8]: 
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       (14) 

Преобразовав уравнение (14) к дискретному виду получим выражения: 
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Матрицы пространства состояний: 
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График АЧХ ММГ без ФНЧ приведен на рис. 7. 
 

 
 

Рис. 7. График АЧХ ММГ без ФНЧ 
 

Дифференциальное  уравнение  усеченной 

математической модели ЧЭ ММГ с учётом филь-

тра низких частот выходного каскада: 

Ueexx ⋅+=++⋅+⋅ 06905,107026,126120002,1 

       (17) 

 

Преобразовав уравнение (17) к дискретному виду получим выражения: 
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Матрицы пространства состояний: 
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График АЧХ ММГ с ФНЧ приведен на рис. 8. 
 

 
 

Рис. 8. График АЧХ ММГ с ФНЧ 
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Из графиков 7, 8 видно, что полоса пропуска-
ния математической модели ММГ без ФНЧ состав-
ляет 791 Гц, с ФНЧ - 55,8 Гц. 

Результаты анализа погрешностей при 
стационарных и нестационарных возмущениях. 
Для анализа погрешностей использовались натур-
ные записи сигналов ММГ марки CRG20 (ф. Sili-
conSensing) и ММА марки ADXL203 (ф. AnalogDevic-
es) на неподвижном основании с возможностью 
наложения полезной составляющей различного ви-
да. Результаты сравнивались с оценками этих сиг-
налов при наложении белого шума в качестве по-
рождающего и измерительного шумов. Получено, 
что применение стационарного линейного фильтра 
низких частот с полосой пропускания 50 Гц на осно-

ве ФНЧ первого порядка позволяет снизить шум 
датчика до 4.0244e-04 ед. (СКО) при входном шуме 
0.0010 ед. (СКО). В результате анализа погрешностей 
ФК на основе математических моделей ЧЭ датчиков 
(ММГ и ММА) получено, что снижение шумов прак-
тически не происходит. При работе ФК на основе 
математической модели ЧЭ ММА (по формуле 12) 
шум снижен до 9.9677e-04 м/с2 (СКО), а при ФК на 
основе математической модели ЧЭ ММГ (по форму-
ле 18) до 9.9671e-04 град/с (СКО). 

Для определения влияния ФК на основе ЧЭ 
ММА (ЧЭ ММГ) построен амплитудный спектр 
ошибки оценивания (рис. 9), вычисленный как раз-
ность входного белого шума и выходного сигнала 
после ФК на основе ЧЭ ММА. 

 

 
Рис. 9. График амплитудного спектра ошибки оценивания при обработке  

в ФК на основе модели ЧЭ ММА и ЧЭ ММГ, [ ] [ ]ГцсмfY 2/)( =  
 

Из графика видно, что амплитудные спектры 
сигналов после обработки в ФК с учётом математиче-
ских моделей ЧЭ ММА и ММГ соответствует идеаль-
ным АЧХ, приведенным на рис. 3 и 6. В результате 
анализа погрешностей ФК на основе математической 

модели ЧЭ ММА (ЧЭ ММГ) с учётом фильтра низких 
частот получено (уравнения 14 и 20), что при нали-
чии белого шума с СКО 0.0010 м/с2 (град/с) ошибка 
снижена до 6.5225e-04 м/с2 (СКО) и 6.4969e-04 град/с 
(СКО) для ММА и ММГ соответственно. 

 

 
 

Рис. 10. График амплитудного спектра ошибки оценивания при обработке  
в ФК на основе модели ММА с ФНЧ сигнала белого шума, [ ] [ ]ГцсмfY 2/)( =  

 
Из графиков амплитудных спектров (рис. 10) 

видно, что полоса пропускания ФК для модели ФФ, 
модели ММА и модели ММГ практически соответ-
ствует идеальной АЧХ (рис.4 и 7). На графике видно, 
что в полосе пропускания сигналы амплитудного 
спектра ФК идентичны. После частоты 50 Гц наблю-
дается спад АЧХ. В результате анализа погрешностей 
ФК первого порядка на основе математической мо-
дели ФФ (уравнение 7) для белого шума получено, 

что при оценивании сигнала белого шума с СКО 
0.0010 м/с2 (град/с) ошибка снижена до 6.6766e-04 
м/с2. На графике амплитудного спектра (рис. 11) 
видно, что полоса пропускания ФК для модели 
формирующего фильтра составляет 50 Гц.  В табл. 1 
сведены результаты вычислений статистических 
характеристик моделирования ФК на основе раз-
личных вариантов математических моделей. 
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Рис. 11. График амплитудного спектра ошибки оценивания при обработке 
в ФК на основе ФФ, [ ] [ ]ГцсмfY 2/)( =  

 
Таблица 1. Результаты вычислений статистических характеристик моделирования 

 

Статистическая характеристика 
сигнала 

Статистические характеристики сигна-
ла 

СКО, м/с2 Дисперсия, 
м2/с4 

Матем. 
ожидание, м/с2 

Параметры входного белого шума 0.0010 1.0009e-06 2.1592e-06 
Фильтр низких частот 4.0244e-04 1.6196e-07 -3.7106e-0 
ФК для математической модели 
ММА без ФНЧ (2 порядка) 9.9677e-04 9.9355e-07 1.6409e-05 

ФК для математической модели 
ММГ без ФНЧ (2 порядка) 9.9671e-04 9.9343e-07 1.6409e-05 

ФК для математической модели 
ММА с ФНЧ (2 порядка) 6.5225e-04 4.2542e-07 -3.6302e-06 

ФК для математической модели 
ММГ с ФНЧ (2 порядка) 6.4969e-04 4.2209e-07 -3.6306e-06 

ФК для ФФ (1 порядка) 6.6766e-04 4.4577e-07 -3.6283e-0 
 
Из таблицы 1 видно, что при подавлении бе-

лого шума наибольшую эффективность показал ли-
нейный ФНЧ. Применение ФК на основе математи-
ческой модели ЧЭ без учёта ФНЧ не приводит к 
снижению шумов. Оценим эффективность приме-
нения ФК при обработке натурного сигнала ММА 
ADXL203 и ММГ CRG20 в статическом режиме рабо-
ты на неподвижном основании. Результаты работы 
при оценке в ФК сигналов ММА приведены в табл. 2. 

Результаты моделирования при оценке в ФК сигна-
лов ММГ приведены в табл. 3. Из табл. 2, 3 следует, 
что применение ФК для ФФ и ФК для математиче-
ской модели ММА (ММГ) с ФНЧ позволяют практи-
чески с одинаковой эффективностью снизить 
ошибку оценивания полезного сигнала. На рис. 12 
показаны амплитудные спектры сигналов ММА и 
оценок в ФК. На рис. 13 показаны амплитудные 
спектры сигналов ММГ и оценок в ФК. 

 
Таблица 2. Результаты работы при оценке в ФК сигналов ММА  

 

Статистическая характеристика 
сигнала 

Статистические характеристики 
сигнала 

СКО, 
м/с2 

Дисперсия, 
м2/с4 

Матем. 
ожидание, м/с2 

Параметры входного шума ММА 0.0063 3.9233e-05 1.2510e-04 
Фильтр низких частот 0.0055 3.0774e-05 -3.9078e-05 
ФК для математической модели 
ММА без ФНЧ  0.0063 3.9230e-05 1.2510e-04 

ФК для математической модели 
ММА с ФНЧ  0.0050 2.5246e-05 -3.8926e-05 

ФК для ФФ (1 порядка) 0.0047 2.2232e-05 1.2441e-04 
 

Таблица 3. Результаты моделирования при оценке в ФК сигналов ММГ 
 

Статистическая характеристика 
сигнала 

Статистические характеристики сиг-
нала 

СКО, м/с2 Дисперсия, 
м2/с4 

Матем. 
ожидание, м/с2 

Параметры входного шума ММГ 0.5127 0.2629 -0.0654 
Фильтр низких частот 0.4327 0.1873 -0.0652 
ФК для математической модели 
ММГ без ФНЧ  0.5127 0.2629 -0.0654 

ФК для математической модели 
ММГ с ФНЧ  0.3451 0.1191 -0.0651 

ФК для ФФ (1 порядка)   0.3535 0.1250 -0.0652 
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Рис. 12. График амплитудного спектра ошибки оценивания при обработке 

в ФК сигнала ММА, [ ] [ ]ГцсмfY 2/)( =  
 

 
Рис.13. График амплитудного спектра ошибки оценивания при обработке  

в ФК сигнала ММА, [ ] [ ]ГцсмfY 2/)( =  
 

При обработке в ФК на основе математиче-
ской модели ММА и ММГ с учетом ФНЧ на ампли-
тудном спектре наблюдается снижение помехи по-
сле частоты 50 Гц. Оценим эффективность работы 
ФК при обработке нестационарного сигнала в виде 
синусоиды частотой 30 Гц с наложенным белым 
шумом. Применим интегральную оценку погрешно-
стей определения полезной составляющей сигнала 

за время 60 с. Результаты моделирования нестацио-
нарного приведены в табл. 4. Из табл. 4 следует, что 
при обработке нестационарного сигнала в ФК для 
математических моделей ММГ и ММА с ФНЧ инте-
гральные значения ошибки оценивания полезного 
сигнала (синусоиды) на порядок меньше, чем дру-
гие варианты алгоритмов. 

 
Таблица 4. Результаты нестационарного моделирования 

 

Статистическая характеристика 
сигнала 

СКО шума, 
ед/с 

Интегральная 
оценка ошиб-

ки ед/с 
Параметры входного шума 1.0083e-03 1.8819e-06 
Фильтр низких частот 4.0244e-04 1.3246e-06 
ФК для математической модели 
ММГ без ФНЧ (2 порядка) 1.0083e-03 1.8819e-06 

ФК для математической модели 
ММГ без ФНЧ (2 порядка) 9.4502e-04 1.6680e-06 

ФК для математической модели 
ММГ с ФНЧ (2 порядка) 6.4592e-04 1.2677e-07 

ФК для математической модели 
ММА с ФНЧ (2 порядка) 6.4293e-04 1.2052e-07 

ФК для ФФ (1 порядка)   6.6520e-04 1.6105e-06 
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Выводы: 
1. При построении алгоритмов оценивания по-

лезных составляющих сигналов на фоне шумов 
ММА ADXL203 и ММГ CRG20 нецелесообразно учи-
тывать математические модели датчиков выше 
второго порядка. 

2. При обработке сигналов датчиков на непо-
движном основании наибольшую эффективность, в 
смысле снижения СКО погрешности, показал ФК на 
основе формирующего фильтра первого порядка и 
штатный ФНЧ ММА. При обработке натурных сиг-
налов датчиков этот эффект усилился. 

3. При моделировании обработки сигналов дат-
чиков на подвижном основании интегральные зна-
чения ошибок оценивания полезной составляющей 
сигнала в ФК на основе математической модели 
датчиков с учётом ФНЧ за 60 с. на порядок меньше, 
чем дают другие рассмотренные варианты алго-
ритмов. 
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