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Рассмотрим объект – агрегат самолета под 
индексом J, который собирается из множества 
N деталей di. Связь между ними устанавливает-
ся графом сопряжений G(N, E). Вершины dk и dl 
соединены кривой (дугой) только тогда, если в 
агрегате J детали dk и dl непосредственно соеди-
няются между собой. Каждой кривой (дуге) Uj 
графа G присовокупим число вида tj(s ) – время 
образования соединения между деталями dk и dl. 
Здесь в общем случае это время зависит от того, 
какие детали уже соединены между собой к мо-
менту образования соединения между деталями 
dk и dl [в математическом и физическом (теоре-
тическом) смысле].

Выполнение операций сборки агрегата J со-
ответствует теоретической операции стягивания 
кривых (дуг) комплексного графа G. Стягивание 
дуги Uj выполняется за время tj. В частично стя-
нутом графе могут появиться петли. Под тео-
ретической операцией стягивания петли следует 
понимать удаление такой дуги из графа G. Пол-
ная сборка изделия (агрегата) J означает стяги-
вание графа G в одну вершину.

Здесь задачу определения последовательно-
сти операций сборки изделия J можно предста-
вить как задачу определения последовательно-
сти стягивания дуг графа сопряжений.

Задачу стягивания графа G рассмотрим на 
примере фермы при следующих условиях и 
ограничениях:

1) задан неориентированный граф G;
2) каждой дуге UjÎU приписано число tj ³ 0 – 

время стягивания этой дуги;
3) в графе G одновременно могут стягивать-

ся только не смежные между собой дуги. Следу-
ет отметить, что дуги, не смежные в исходном 
графе G, могут стать смежными в частично стя-
нутом графе G. По условию, начиная с этого мо-
мента, дуги одновременно стягивать нельзя.

Условие несмежности одновременно стяги-
ваемых дуг соответствует тому, что в данной за-
даче сборки каждый узел может одновременно 
соединяться не более чем с одной дугой узла. 
Здесь не будем учитывать другие технологиче-
ские и ресурсные ограничения, накладываемые 
на последовательность выполнения операций 
сборки.

Итак, пусть необходимо собрать за мини-
мальное время часть фермы (рис. 1), состоящую 
из четырех продольных балок, четырех распо-
рок и одной корневой детали (основные фермы).

Распорка 5 соединена с балками 1 и 2, рас-
порка 6 – с балками 2 и 3, распорка 7 – с балка-
ми 3 и 4, распорка 8 – с балками 4 и 1. Корневая 
деталь (узел) 9 соединяется со всеми балками. 
Граф сопряжения такого изделия изображен 
на рис. 1. Предположим, что все соединения 
осуществляются за время t. Логичной является 
симметричная последовательность сборки, при 
которой на первом шаге каждая балка соединя-
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Рис. 1. Схема собираемой фермы
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ется с распоркой; далее полученные узлы соеди-
няются между собой и с основанием (рис. 2).

Общее время сборки равно восьми едини-
цам. Однако если рассмотреть другие варианты 
сборки, то можно найти последовательность, 
изображенную на рис. 3., при которой общее 
время сборки равно лишь семи единицам.

Для указанных условий ограничений опре-
делим последовательность стягивания дуг, стя-
гивающих граф G в точку за наименьшее время.

Пусть здесь T(G) – наименьшее время стяги-
вания графа G. Тогда для задачи стягивания гра-
фа G необходимо определить время стягивания 
дуг:

( ) ( )jj TtGT +=                          (1)

где j – индекс дуги, стягиваемой последней;
Гj – граф, получаемый из графа G удалением 

дуги Uj.
Дугу Uj, стягиваемую последней, назовем 

срединой графа G. Индекс средины обозначим 
(G). Граф может иметь несколько средин, как 
это показано, например, на рис. 4.

Здесь серединами будут дуги U2 и U4. Если 
средин несколько, то (G) – произвольный, но 
фиксированный индекс одной из средин. Со-
вершенно очевидно, что граф Гj не всегда свя-
занный.

Из выражения (1) следует, что для определе-
ния T(G) достаточно знать T(Гj) для всех Гj   G с 
числом дуг на единицу меньше, чем в G. Следо-
вательно, задача стягивания графа G сводится к 
задаче построения линейного порядка подгра-
фов Гj графа G, согласованного с их частичным 
порядком по включению. Тогда, если известны 
T(Гj) для всех Г’< Г, то T(Гj) находится с исполь-
зованием принципа оптимальности Беллмана.

Ниже рассмотрим подробную реализацию 
предложенной схемы для задачи стягивания де-
рева.

Пусть z0 , z1 , …, zm – висячие вершины дерева 
графа (G). Пусть L – расстояния между вершинами 
x и y обозначим L(x, y), а число дуг пути (расстоя-
ния) L обозначим через модуль |L|. Будем считать, 
что L(x, y) = j. Обозначим через LК = L(z0 , zК) путь, 
соединяющий вершины z0 и zК (1  К   m), а через 

 

Рис. 2. Схема стягивания дуг графа собираемой фермы (вариант 1)

Рис. 3. Схема стягивания дуг графа собираемой фермы (вариант 2)

Рис. 4. Линейный граф, имеющий две середины (дуги U2  и U4)
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LК = L(xK , zК) – часть пути (расстояния) LК , не пере-
секающуюся с путями с меньшими индексами:
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Индукцией по m устанавливается, что каж-
дая вершина x дерева G, отличная от висячей, 
лежит внутри равенства одного пути pL

~ . Так 
как вершины xK отличны от висячих, то для всех 
К > 1существует единственное w(К) – такое, что 

 KLxK ~  при [1 £ w(К) < К].
Пусть задано:

 ,, KKK zxLr 

  KKK xxLt ,
.

Набор (i1, i2, …, im+1) целых чисел назовем до-
пустимым при условиях:
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3. для   0KK   из 0Ki  следует 

  KK ti  , для   0KK   из 0Ki  следу-

ет    10 mKKK iiti , для   0KK   
всегда 0Ki .

Каждый допустимый набор (i1, i2, …, im+1) со-
ответствует единственному элементу графа G

( )+= miii
такому, что выполняются условия

Li KK =
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( )KKK yxLL ′′=
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=
+=
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mK iL

Обратно, каждому элементу Г дерева графа 
G соответствует единственный допустимый на-
бор. Чтобы убедиться в этом, достаточно прове-
рить, что непустые пересечения Lp , кроме 
первого, содержат вершину xp. Для этого рассмо-
трим разложение дерева G на два непересекаю-
щихся элемента дерева графа ,21 MMG   где 
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для некоторого t0.

Очевидно, что если ϕ=pL  и pp Lx ∈ , то 
M⊂ . Следовательно, ( )prL <= , что 

собственно необходимо было вычислить и до-
казать.

Множество допустимых наборов и множе-
ство элементов графа G необходимо упорядо-
чить с использованием лексикографических 
правил. Здесь будем считать, что 

   121121 ,...,,,...,,   mm iiiiii ,

если 11   mm ii  
или lmlmlmlmmm iiiiii   11,...,  при 

ml 0 .
Соответственно

( ) ( )++ ′′′=<= mim iiiiii
.

Пусть ( )+= miii  – элемент дере-
ва G. Построим дерево ( )+= mi jjj   , 
непосредственно следующее за Г. Для это-
го следует использовать процедуру миними-
зации. Пусть  SS riSl  /min0 . Полагаем 

 ,10  mSlij SS  1
00
 ll ij . Следует счи-

тать, что

1
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lK
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Пусть     01 /max llSl   . Полагаем, что 

0Sj   01 lSl  ;   0;/max 111
 ll jlltj  .

Проверим выполнение неравенства (3) для 
10 ll  . Если оно выполнено, то процедуру по-

строения повторяем.
В процессе построения с использованием 

лексикографических правил возможны следую-
щие случаи:
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при mS 1 .

Для некоторого
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проверим выполнение условий:
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 
CtKtK K


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min ;                            (4)

    rrK lKlKi  0 .             (5)

Здесь, полагаем, что

 +≤≤′=≤= mSljjSlj rSSrS .
Если одно из условий (4), (5) не выполне-

но, то полагаем  00 ;/min lSriSl SS  , тогда 
проводим построение набора  121 ,...,, mjjj  
сначала.

Если в процессе построения получится 
10 ml , то принимаем версию:

11   mm ij  или 








 





1

1
1min

S

K
KmS jjj ,

где mS 1 .
Построенный допустимый набор  121 ,...,, mjjj  

непосредственно следует за набором  121 ,...,, miii , 
а дерево ( )+= mjjj  непосредственно 
следует за деревом ( )+= miii .

Совершенно очевидно, что полученный ли-
нейный порядок элементов дерева G согласован с 
их частичным порядком по включению.
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