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Строительная механика располагает боль-
шим разнообразием методов расчета конструк-
ций на продольно-поперечный изгиб. Расчет 
балки, находящейся в условиях продольно-по-
перечного изгиба, не представляет затруднений 
с принципиальной точки зрения, но практиче-
ски он оказывается чрезвычайно трудным, так 
как исследование вопроса  о влиянии продоль-
ных сил на прогиб сводится к интегрированию 
дифференциального уравнения изогнутой оси 
балки, и даже в простейших случаях оконча-
тельное выражение прогиба получается доволь-
но сложным и неудобным для вычисления.

Изыскание рациональных методов решения 
уравнений представляет с практической точки 
зрения немаловажную задачу строительной ме-
ханики, и вызвало появление многочисленных 
исследований.

К ним можно отнести работы Н.П. Пузы-
ревского [1], Г.Д. Дутова [2], А.Н. Крылова [3], 
В.А.  Киселева [4], [12], Н.К. Снитко [5], Я.М. 
Риппенбейна [6], Б.С. Лунина [7], Н.М. Герсева-
нова [8], К.С. Завриева [9], Г.Г. Вербовского [10], 
В.М.  Макушина, Н.Н. Малинина [11], [13], И.В. 
Урбана [14], Г.С. Глушкова [15], С.Ф. Лебедева [16], 

М.Е. Лурье [17], А.Р. Ржаницына [18], С.П. Тимо-
шенко [19] и многих других.

Разработка методов расчета балок на 
продольно-поперечный изгиб явилась пред-
метом внимания многих исследователей 
ввиду большого практического значения 
этого вопроса. 

Анализ работ, посвященных продольно-по-
перечному изгибу, показывает, что в строитель-
ной механике нет общего метода расчета балок, 
работающих на изгиб с растяжением, доведен-
ного до удобных при практических расчетах ал-
горитмов и схем. 

Особенность рассматриваемой нами задачи 
заключается в том, что неизвестными являются 
величина контактного давления на балку, закон 
его распределения по длине, область приложе-
ния, а также величина осевой силы, возникаю-
щей в балке. Кроме того, задача должна быть 
решена с учетом предварительного натяжения 
балки. Известными являются геометрические 
размеры балки и ее максимальный прогиб, ко-
торый ограничивается конструкцией. В такой 
постановке задача не решалась.

В настоящей статье представлен разрабо-
танный нами метод расчета растянуто-изогну-
той балки с защемленными концами, которая 
на участке соприкосновения с пуансоном изги-
бается по дуге эллипса. Расчетная схема пред-
ставлена на рис.1.

В основу предлагаемого метода расчета по-
ложены следующие допущения:
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В статье представлен метод расчета растянуто-изогнутой балки с защемленными концами, кото-
рая на участке соприкосновения с пуансоном изгибается по дуге эллипса. Проведенные исследо-
вания условий контакта балки с пуансоном показали, что если концы балки могут перемещаться 
в осевом направлении, то контакт балки с пуансоном будет только в двух крайних точках или 
небольшой зоне около них, а между балкой и пуансоном будет просвет. Для того, чтобы был воз-
можен контакт балки с пуансоном по всему участку, необходим осевой натяг балки. Полученное 
решение использовано для расчета разъемного гиперболоидного контакта радиоэлектронного 
оборудования летательных аппаратов. Проволоки гиперболоидного разъема представляют собой 
балки с защемленными концами, расположенные под углом к оси штекера. Давление на проволо-
ку будет по дуге эллипса. Предлагаемый метод расчета позволяет определить величину и область 
приложения усилия контактного нажатия, наибольшее напряжение и осевую силу в проволоке. 
Рекомендовано предварительное натяжение проволок гиперболоидного разъема, что позволит 
существенно повысить его надежность.
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1. Деформация балки упругая и малая.
2. Концы балки жестко защемлены.
Проведенные исследования условий контак-

та балки с пуансоном показали, что если концы 
балки могут перемещаться в осевом направле-
нии, то контакта балки с пуансоном по всей дли-
не 2l1 не будет. Контакт будет только в двух не-
которых точках А1 и А2 (рис. 2) или в небольшой 
зоне около этих точек.

Рис. 2. Контакт балки с пуансоном

Действительно, рассмотрим случай, когда 
большая ось эллиптического сечения пуансона 
параллельна оси балки. Радиус кривизны эл-
липтического сечения пуансона записывается 
следующим образом:

( )ϕϕ ba
ab

R +=  ,

где  – угловой параметр; a и b – полуоси эллипса.
Радиус кривизны эллипса будет иметь 

наибольшее значение при  = π/2, а наимень-
шее – при  = 0. То есть, на некотором участке 
предполагаемого контакта А1А2 кривизна при 
удалении от точки А1 (или точки А2) в сторону 
точки А уменьшается. Допустим, что на участке 
А1А2 балка опирается на пуансон. Тогда на этом 
интервале изгибающий момент M = EI/R должен 
уменьшаться с приближением к точке А, как и 
1/R. Но, возможно ли это? Изгибающий момент 
в сечениях балки до точки А1 слева растет, а по-
сле точки А1 по какому-то закону должен падать. 
Следовательно, в этом случае в точке А1 будет 
излом эпюры М, а это возможно, если в точке А1 
приложена сосредоточенная сила. Если эта сила 
меньше реакции Р в опоре, то ординаты эпюры 
М за точкой А1 вправо будут после излома сно-

ва возрастать. Но это противоречит допуще-
нию. Если сила, действующая в точке А1 равна 
реакции в опоре, то на участке А1А2 изгибаю-
щий момент должен быть постоянен, что тоже 
противоречит допущению. Случай, когда сила, 
действующая в точке А1 больше реакции в опоре 
невозможен, так как не будет выполняться усло-
вие равновесия балки. 

Иначе говоря, допущение о том, что балка об-
легает плотно пуансон на всем участке А1А2 при 
подвижном  закреплении ее концов, ошибочно. 
На интервале А1А2, кроме самих точек А1 и А2 и, 
возможно, небольшой зоны около них, между 
балкой и пуансоном будет просвет (рис. 2).

Подобное явление отмечают и другие авто-
ры. Так, в работе В.М. Толкачева [20] рассматри-
вается контактная задача для сферической обо-
лочки. Автор строго математически доказал, что 
контакт тонкой упругой сферической оболочки 
и жесткого штампа происходит по круговой ли-
нии, ограничивающей зону контакта. Средняя 
же часть оболочки не прилегает к штампу. 

В работе Л.А. Галина [21] рассмотрен вопрос 
о давлении твердого тела на тонкую пластинку. 
Им также доказано, что давление, действующее 
на площадке контакта, приложено по контуру.

Для того, чтобы был возможен контакт балки 
с пуансоном по всему участку А1А2, необходим 
осевой натяг балки. Такой натяг балки появит-
ся при неподвижном закреплении ее концов, и 
может быть увеличен за счет предварительного 
натяжения балки.

Решение поставленной задачи получено ин-
тегрированием дифференциального уравнения 
упругой линии балки.

Изогнутая ось балки на участке соприкосно-
вения ее с пуансоном будет представлять собой 
дугу эллипса, уравнение которой

 
 max

22
1 ybxa
a
by  ,             (1)

где a, b – полуоси эллипса; ymax – максимальный 
прогиб.

На участке свободном от внешней нагрузки 
изогнутую ось балки получим интегрированием 
соответствующего линейного неоднородного 
дифференциального уравнения

  xlBAyy  2
2''

2  ,             (2)

где A = – M/EI,  B = – P/EI,  2 = (S0+S1)/EI.
Здесь М – изгибающий момент; 2Р – усилие 

контактного нажатия на балку; S0 – осевая сила 
от предварительного натяжения; S1 – осевая 
сила от изгиба; Е – модуль продольной упруго-
сти; I – момент инерции поперечного сечения 
балки.

Общий интеграл уравнения (2)
( )
x

xlBAxshCxchCy −+++= χχ  ,     (3)

Рис. 1. Расчетная схема балки
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содержит пять неизвестных величин: константы 
интегрирования С1 и С2, а также A, B и . Кроме 
того неизвестна длина линии контактна 2l1 бал-
ки с пуансоном.

Для определения неизвестных величин ис-
пользуем граничные условия задачи:

при x = l1 

yy =

dx
dy

dx
dy

=

dx
yd

dx
yd

=

при x = l

=y

=
dx
yd

и условие отсутствия сближения конусов балки в 
процессе деформации

( ) =
l

a EF
lsdxy ,                      (4)

где  F – площадь поперечного сечения балки.
С учетом зависимостей (1) и (3) граничные 

условия запишутся так:
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Из уравнений (8) и (9) следует

( )lshClchCA χχχχ +−= ,          (11)

lchClshCB χχχχ += .              (12)

Условия (6)  и (7) с учетом уравнения (12) 
дают:

( )[ ]
×

−−−
=

llchlaa
bC

χχ

( )+−
−

× lshllchlch
la

a χχχχ

( )[ ]
×

−−−
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Подставим выражения для С1 и С2 в уравне-

ния (11) и (12). Тогда

−
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Зависимости для определения A,B,C1,C2 вы-
ражены через два неизвестных параметра –  и l1. 
Для их определения используем оставшиеся ус-
ловия (5) и (10). После преобразований придем к 
уравнениям вида:
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Уравнения (13) и (14) – трансцендентные. 
Решая их совместно, можно определить не-
известные параметры  и l1. Определив их, ис-
пользуя зависимости (2) и (3) и выражения для 
А и В, найдем усилие контактного нажатия 2Р 
на длине его действия 2l1, осевую силу в балке, 
деформацию и напряжения в сечениях балки. 
Так, наибольшее напряжение в балке запишется 
уравнением:

  

−
−−

=
la

a
laa
dbσ

( )
( ) d
llch
llshl χ

χ
χχ +

−−
−

−
  

(15)

Усилие контактного нажатия на балку равно

( )[ ]
×

−−−
=

llchlaa
bdP

χ
χ

( ) ( )−+−
−

× llchlllsh
la

a χχχ .   (16)

Однако решить систему трансцендентных 
уравнений (13) и (14) аналитически не пред-
ставляется возможным. В математической ли-
тературе вопрос о решении таких уравнений за-
тронут мало.

Для отыскания действительных корней си-
стемы трансцендентных уравнений в случае, 
когда решение не может быть получено в явном 
виде, применяются приближенные методы (гра-
фический способ, способ Фурье, метод подбора 
корней, способ Ньютона, метод итерации), даю-
щие возможность получить численные резуль-
таты. В теоретическом отношении упомянутые 
способы хороши, но практически для решения 
системы уравнений типа (13) и (14) ими пользо-
ваться неудобно: они слишком громоздки.

При решении системы трансцендентных 
уравнений на ЭВМ наиболее удобен метод ите-
рации. Однако, при этом трудно найти достаточ-
но близкие к точным исходные приближенные 
значения корней, и поэтому не всегда удается 
добиться сходимости процесса. Эта первооче-
редная задача решается либо графическим спо-
собом, либо методом подбора корней.

В литературе по численному анализу не да-
ется строгого и полного ответа на вопрос о том, 
каковы необходимые и достаточные условия 
сходимости процесса итерации при решении 
системы уравнений.

Численное решение уравнений (13) и (14) с 
заданной точностью было получено методом 
ускоренной итерации Зейделя. Приближенные 
значения корней определены предварительно 
графическим способом.

Уравнения (13) и (14), при решении их мето-
дом итерации, удобно записать в виде:
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Отыскиваем корни первого приближения и 

l1 графическим путем по уравнениям (17) и (18). 
Для этого задавшись значением   , подби-
раем такое l1, которое с точностью до 0,00000001 
удовлетворяет уравнение (17). Такая операция 
проделывается для ряда значений  и по полу-
ченным результатам строится зависимость f(, l1) 
для уравнения (17).

Подобным образом поступаем с уравнением 
(18), т.е. задавшись значением l = l1, подбираем 
величину , котораяс точностью 0,00000001 удов-
летворяет уравнению (18). Повторив эту опера-
цию несколько раз для различных значений l1, 
строится зависимость (, l1). Пересечение кри-
вых f(, l1)  и (, l1) дает искомые корни  и l1. 

Использование полученного решения пока-
жем на примере расчета разъемного гиперболо-
идного контакта радиоэлектронного оборудова-
ния летательных аппаратов.

Гиперболоидный разъем представляет со-
бой устройство, использующее прямолинейные 
образующие гиперболоида вращения в каче-
стве активного элемента контактной пары. Кон-
структивно гиперболоидный разъем состоит из 
гильзы 1, втулки 2, хвостовика 3, проволок 4 и 
штекера, (рис. 3).

Рис. 3. Конструкция гиперболоидного разъема
          
Проволоки устанавливаются на внутренней 

поверхности гильзы под углом к образующей ци-
линдра. Концы проволоки загнуты на наружную 
поверхность гильзы и жестко защемлены с одной 
стороны втулкой, а с другой хвостовиком. Про-

волоки образуют внутреннюю контактирующую 
поверхность гнезда переменного по длине кру-
гового сечения: у основания гильзы сечение наи-
большее, а в середине – наименьшее (горловина 
гиперболоида). Диаметр горловины меньше диа-
метра штеккера. При введении цилиндрического 
штекера в гнездо, каждая проволока деформиру-
ется и давит на его поверхность (рис. 4).

Рис. 4. Штекер и гнездо 

Совершенно очевидно, что одним из важ-
нейших условий, определяющих надежность ра-
боты контактов и рациональность их размеров, 
является выбор параметров конструкции из ус-
ловия прочности и жесткости ее элементов.

Предварительные исследования, которые 
предшествовали выбору расчетной схемы, пока-
зали, что соотношение размеров используемой 
в гиперболоидных разъемах проволоки те же, 
что и у обычных строительных балок. 

Следовательно, при расчете проволоку нель-
зя представлять в виде гибкой нити, как это 
кажется на первый взгляд. Проволока будет ра-
ботать как балка. Концы проволоки защемлены 
неподвижно, поэтому при давлении штекера на 
проволоку в ее сечениях кроме изгибающих мо-
ментов возникают еще и растягивающие силы. 
К тому же, для обеспечения лучшего зажима 
штекера, контактные проволоки должны иметь 
предварительное натяжение.

Расчетная схема проволоки гиперболоид-
ного разъема представляется в виде растянуто-
изогнутой балки (рис. 5).

Так как направление оси проволоки гипер-
болоидного разъема составляет с осью штекера 
угол , то участок проволоки некоторой длины 
2l1, соприкасающейся со штекером, будет пред-
ставлять собой дугу эллипса.

При расчете предполагаются известными ге-
ометрические размеры гиперболоидного разъ-
ема: диаметр гильзы DГ, диаметр штекера DШ, 
диаметр проволоки d, глубина гильзы H, а также 
наибольшее отклонение проволоки при введе-
нии штекера ymax (эту величину получают, исходя 
из габаритов контакта, с учетом необходимой 
ширины поля допусков на геометрические раз-
меры), число проволок n, угол их наклона .

Обычно, угол наклона проволок к образую-
щей гильзы колеблется в пределах 6º…10º. Чис-
ло проволок для наиболее распространенных 
типов контактов равно 6…16.

(18)
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Решение задачи изложено выше.
Пример. 
d = 0,16 мм, DШ = 1 мм,  = 6o35’, 2l = 5,5 мм,
уmax = 0,03575 мм, S0 = 0,0192 кГ, Е = 1.106 кГ/см2.
Отыскиваем корни первого приближения 

 и l1 графическим путем по уравнениям (17) и 
(18).

Пересечение кривых  f(, l1)  и (, l1)  дает = 
0,352, l1 = 0,340 мм .

Уточненные значения  и l1, полученные на 
ЭВМ методом ускоренной итерации Зейделя 
равны: = 0,35197, l1 = 0,33982 мм. 

Определив  и l1 , найдем величину наиболь-
шего напряжения в проволоке  (15) max = 25,7 
кГ/мм2 и усилие контактного нажатия (16) 2Р = 
0,015 кГ.

ВЫВОДЫ

Гиперболоидный разъем с предваритель-
ным натяжением контактных проволок будет 
иметь следующие достоинства:

1. Надежный контакт на всей длине сопри-
косновения проволоки со штеккером.

2. Более равномерное распределение реак-
ции в зоне контакта.

3. Равномерное  распределение  контакта  
нажатия    между   всеми   проволоками разъема. 

Получить равномерное распределение кон-
тактного нажатия между проволоками нена-
тянутыми или выпуклыми невозможно. Такая 
неравномерность будет вызывать перегрев от-
дельных пружинящих элементов и ослаблять их.

4. Повышение предела выносливости прово-
локи за счет замены пульсирующего  цикла, изме-
нения суммарных напряжений асимметричным.

Этот вопрос имеет немаловажное значение, 

так как материал проволоки работает на уста-
лость при многократных сочленениях.

5. Уменьшение необходимой стрелы прогиба 
при заданном контактном зажиме.

6. Увеличение   контактного  нажатия   при   
заданной   стреле   прогиба,   что способствует 
установлению лучшего контакта проволоки со 
штекером.

Проектирование гиперболоидных разъемов 
с предварительным натяжением контактных 
проволок значительно повысит надежность та-
ких конструкций.
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LONGITUDINAL EFFECTS AND BENDING 
OF THE STATICALLY UNCERTAINTY BEAM UNDER ELLIPTIC PUANSON

© 2017 V.L. Yur’yeva, R.G. Saymanov

Kazan National Research Technical University named after A. N. Tupolev - KAI

In paper the method to study of the tensiled and bending beam with fi xed ends performed, bending under 
the puanson is elliptic. As a result of investigation of the contact was found out that there is a gap between 
beam and puanson (contact appears only in two points) in case when beam’s ends have an longitudinal 
degree of freedom. To embody contact on whole length the beam should be compressed in longitudinal 
direction. As example we had calculations of the contact behavior in hyperboloid connector of radio 
electronic equipment of aircrafts. Wires of a hyperboloid connector are angle oriented (to the axes of 
plug) beams, and have fi xed ends. Pressure on beams will be elliptic. Proposed method allows to calculate 
magnitude and area of contact pressure, maximum stress and longitudinal force in wire. Preliminary 
longitudinal tensile was recommended. In this case reliability of the connection will be increased. 
Keywords: beam, puanson, tensile, longitudinal effects and bending, hyperboloid connector, contact.
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