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Развитие научных основ процессов иссле-
дования возможностей управления формиру-
емой в процессах кристаллизации расплава 
структурой с целью получения обладающей бо-
лее высокими эксплуатационными свойствами 
микроструктуры (наноструктуры) материа-
лов для  изделий авиационной и космической 
техники позволяет расширить возможности 
технологических процессов при получении от-
ветственных деталей с заданными свойствами 
по характеристикам надежности, динамики, 
виброакустики. Предметом исследований яв-
ляются условия формирования микрострук-
туры конструкционных материалов, обеспе-
чивающие однородность строения и заданное 
значение коэффициента структурной анизо-
тропии характерных фаз. В работе коэффици-
ент структурной анизотропии определяется 
как отношение характерных размеров фазовых 
включений по выделяемым величинам их дли-
ны и ширины: b = dср /lср , где lср – продольный 
средний размер; dср – поперечный средний раз-
мер составной фазы. При генерации источни-
ком акустических импульсных сдвиговых волн 
применительно к исследуемому материалу од-

ной из определяющих характеристик является 
относительная разница скоростей сдвиговых 
волн, ортогонально поляризованных относи-
тельно исследуемого направления. 

Целью исследований является создание ме-
тодики построения управляемых технологиче-
ских процессов получения конструкционных 
материалов, у которых могут быть некоторым 
образом определяемые соотношения между 
возникающими в определённых направле-
ниях напряжениями или деформациями при 
эксплуатационных нагрузках и соотношением 
различных величин скоростей сдвиговых волн, 
поляризованных по различным схемам отно-
сительно заданного направления. Заданный 
безразмерный параметр в виде величины аку-
стической анизотропии материала может счи-
таться количественной характеристикой со-
стояния и структурных изменений в материале 
конструкции.

Задачами исследований являются способы 
и методы установления, какой из технологиче-
ских факторов оказывает косвенное или доми-
нирующее влияние на внутренние процессы фа-
зовых превращений, характер кристаллизации 
и рекристаллизации, диффузионные процессы, 
характер формирования ликваций, которые 
определяются и сопровождаются геометриче-
ским изменением окрестности исследуемых 
элементов микроструктуры и наноструктуры. В 
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Проведены комплексные эксперименты по установлению зависимости характера формирующей-
ся дислокационной структуры, плотности распределения микропор и микротрещин, микроде-
фектов внутренней структуры в зависимости от условий кристаллизации расплава. Исследованы 
характеристики получаемых микроструктур конструкционных сталей по заданным условиям экс-
плуатации. В этих целях с помощью соответствующих технических устройств создавалось внеш-
нее механическое, акустическое, магнитное воздействие на расплав металла при его выдержке и 
кристаллизации. Установлено, что скаляр вектора приращений параметров кристаллизующихся 
микроструктур относительно базовой точки M0 в этом случае может быть представлен тензорами 
второго ранга: приращений линейных и угловых деформаций. Исследована кинетика роста кри-
сталлов формирующейся структуры в жидком расплаве металла в момент соприкосновения отдель-
ных кристаллизовавшихся микрочастиц по их границам с образованием кристаллитов с параме-
трами, зависящими от условий кристаллизации, что обеспечивает математическое моделирование 
процессов кристаллизации и позволяет прогнозировать возможности получения гарантированных 
свойств структуры сплава в зависимости от условий процессов плавки и кристаллизации расплава,
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известных работах указанные задачи решались 
на уровне отдельных видов фаз, при ограничен-
ных условиях виброакустического воздействия 
на получаемые образцы материалов, а также 
изделий из них. Предлагаемые пути решения 
задач формирования структуры материалов 
с заданными свойствами заключаются в спо-
собах воздействия на расплав в процессе его 
кристаллизации на основе математического 
моделирования процессов, развития методов 
исследования динамики изменения форми-
руемой структуры в процессах получения ма-
териалов. Например, относится установление 
условий формирования, динамики и характера 
приращения таких перемещений dui которые 
обеспечивают формирование прогнозируемой 
микро – наноструктуры материала конструк-
ций. Определено, что в управляемых заданным 
образом процессах кристаллизации и рекри-
сталлизации можно в векторном пространстве 
изменять размеры микрочастиц – величины dср, 
lср. Анализ процессов показал, что наблюдаемое 
формоизменение некоторой кристаллизуемой 
и структурируемой частицы с началом вектора 
параметров в точке  ixM 0  локальной системы 
координат за дискретный отрезок времени it  
течения процесса можно представить в виде 
разложения в математически определяемый 
ряд величины его приращения в виде непре-
рывной функции по каждому исследуемому 
признаку процесса. Например, исследование 
процессов приращения частицы в виде пере-
мещений dui формируемой микро, - нанострук-
туры показало, что за время it  вектор iMM 0  
в окрестности 0M  перемещается в положение 

jMM 0 , а скаляр вектора приращений и теку-
щий угол поворота относительно базовой точ-
ки 0M  в этом случае может быть представлен 
тензорами второго ранга: приращений дефор-

маций с компонентами
 

( )jiijij dududl +=  
 
и

 

приращений углов поворота с компонентами 

( )mnnmnm ddd ωωω −= , что соответствует
 

формированию более дисперсной микрострук-
туры сплава (рис. 1).

Рассмотрим методику изучения физиче-
ской природы и построения математических 
моделей процессов кристаллизации расплава, 
которая позволяет также эффективно расши-
рять существующие информационные базы для 
построения алгоритмов расчётов параметров 
условий формирования макро- и микрострук-
туры деталей из сталей в процессах литья по 
различным технологическим схемам, начиная 
с подготовки состава расплава и в зависимости 
от назначения получаемых изделий. Также ста-
вится задача совершенствования адекватной 
базы математических моделей металлургиче-
ских процессов, которые комплексно описыва-
ли бы взаимосвязь химического состава, спо-
собов литья, вариации параметров процессов, 
условий выбора оборудования и др. в динами-
ке процессов кристаллизации расплава, а так-
же учета и влияния носителей наследственной 
информации в формируемых структурах. При 
этом технологическое наследование свойств 
должно быть достаточно управляемым процес-
сом, обеспечивающим однозначное формиро-
вание состава и структуры материала изделий 
в зависимости от условий процесса. Следова-
тельно, для этого процессы плавки и кристал-
лизации расплава будем описывать не только 
физической моделью, но и вполне определен-
ными аналитическими представлениями взаи-
мосвязей параметров процессов. Это позволяет 
обеспечить возможность получения расчетным 
путем одного из главных параметров – спек-
тра относительных значений интенсивности 
остаточных средних касательных напряжений 

s :0 , относительных значений интенсивности 

Рис. 1. Формирование структуры сплава по заданным условиям: 
а – без управляющих воздействий; б – ультразвуковая обработка с амплитудой напряжения 120 Мпа
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остаточных средних нормальных напряжений 

s :0  в динамике процессов кристаллизации, 
где 00 ,  - интенсивность нормальных и каса-
тельных остаточных напряжений, ss  ,  - сред-
нее нормальное и касательное напряжение при 
чистом растяжении – сжатии и сдвиге. 

Были проведены комплексные эксперимен-
ты по установлению зависимости характера 
формирующейся дислокационной структуры, 
плотности распределения микропор и микро-
трещин, микродефектов внутренней структуры 
в зависимости от условий протекания техпро-
цессов литья. В этих целях  помощью соответ-
ствующих технических устройств создавалось 
внешнее механическое, акустическое, магнит-
ное воздействие на расплав металла при его вы-
держке и кристаллизации. 

Важное значение для формирования струк-
туры при кристаллизации имеет определение 
того, какой из факторов оказывает доминиру-
ющее влияние на внутренние процессы фазо-
вых превращений, характер кристаллизации и 
рекристаллизации, диффузионные процессы и 
характер формирующихся ликваций, который 
определялся и сопровождался геометрическим 
изменением окрестности исследуемых элемен-
тов микроструктуры и наноструктуры. Особый 
характер имеет наблюдаемая при этом кине-
тика изменения роста кристаллов формирую-
щейся структуры в жидком расплаве металла в 
момент соприкосновения отдельных кристал-
лизовавшихся микрочастиц по их граням. На-
пример, при некоторых условиях изменяются и 
растут только свободные их грани, что приводит 
к нарушению правильной геометрической фор-
мы новообразований. В этом случае образуются 
кристаллиты (зерна) с размерами, зависящими 
от условий кристаллизации. При проведении 
экспериментов было установлено, что возмож-
но регулирование процессов получения микро, 
– наноструктуры зерна при кристаллизации 
металла также за счёт комбинации указанных 
выше внешних воздействий на центры кристал-
лизации, что способствует получению достаточ-
но мелкого зерна при воздействии механизмов 
регулирования процессов кристаллизации на 
условия образования кристаллов и в дальней-
шем на качество сплавов. 

Установлено, что формоизменение кристал-
лита в окрестности образовавшейся частицы М0  
связано с появлением внутренних напряжений 
и соответствующих деформаций образующихся 
структур. Для количественной оценки формиру-
ющейся структуры с упруговязкопластически-
ми свойствами использовались инвариантные 
математические модели для оценки характери-
стик интенсивности сдвига w , степени дефор-
мации сдвига  , относительного изменения 

объема  , среднего нормального напряжения 
  и интенсивности касательных напряжений 
 . После окончания кристаллизации и дальней-
шего снижения температуры сплава было уста-
новлено, что происходит неуправляемое оста-
точное формоизменение микро, - наноструктур 
в окрестности частицы М0 и формируется соот-
ветствующее локальное множество доменов с 
доминирующим в локальной окрестности ха-
рактерным напряженно-деформированным со-
стоянием. Уровень остаточных напряжений при 
этом можно было охарактеризовать через вели-
чины относительных значений интенсивности 
касательных остаточных напряжений s :0 , 
относительных значений среднего нормального 
остаточного напряжения s :0  и показателей 
Лоде 0

 . 
Термодинамические параметры расплава 

как молекулярной системы в принципе опре-
деляются распределением Гиббса и статисти-
ческой суммой при расчётах параметров кри-
сталлов в гармоническом приближении. Однако 
исследование систем, в которых существенную 
роль играют корреляционные эффекты, сопря-
жено с техническими трудностями, принимаю-
щими подчас принципиальный характер.

Исследования показали, что характер окон-
чательных механических и физических свойств 
сплава и его структура при заданных условиях 
кристаллизации определяются нестационар-
ностью процесса кристаллизации, динамикой 
градиента температуры по объему расплава, 
кинетической энергией кристаллизующихся 
частиц и др., поэтому построение и решение 
дифференциальных уравнений равновесия 
конкретной структуры и состава при опреде-
ленных или варьируемых начальных и гранич-
ных условиях должно учитывать все значимые 
параметры процесса и потенциалы компонент 
образований. Статистическая теория жидко-
сти в основном ограничивается исследованием 
модели простых жидкостей методом прибли-
женных интегральных уравнений неопределен-
ной точности, решения которых по условиям 
термодинамики недостаточно согласованы, то 
есть вычисленные на их основе параметры про-
гнозируемой структуры в ряде случаев не со-
ответствуют параметрам фактически получен-
ной микроструктуры сплава, а поправки к этим 
уравнениям не решает указанную проблему. 

Метод построения математических моделей 
процессов и уравнений, свободный от указанно-
го недостатка, основан на том, что все потенци-
алы, включая термодинамический потенциал, 
удобно выражать в единицах кТ=1/, так что 

TT //   , а для классической системы 
распределение Гиббса можно определить про-
изводящий функционал Боголюбова L(u) сово-
купности частичных функций распределения Fn 
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(частичных плотностей n
n

n Fpp  ) и их корре-
ляций [4].

Рассмотрим один из наиболее значимых 
факторов процессов кристаллизации - термо-
динамический потенциал . При текущей тем-
пературе Т применительно к динамике кри-
сталлизующегося расплава термодинамический 
потенциал  имеет вид:

 TT //   .                          (1)

 Соответственно, применима классическая 
системы распределения Гиббса, которая опреде-
ляет производящий функционал совокупности 
функций распределения частичных плотностей 

0
0 |})({ un np  структурных включений n

n
n Fpp   

и их корреляций для заданной совокупности 
частных функций распределения nF  решетки 
Z и потенциальной энергии взаимодействия N: 

== u

n

n nuu
uQnp

δδ
δ

 
;            (2)

NN ZNdiuUuQ /}{))(1()exp()(    =
=

 )0(/)( NN ZuZ .                           (3)

При выполнении условия 0)( iu  предста-
вим частичные плотности Sp  во внешнем поле 
некоторой природы )(q  в виде:

iuuZiuuZsp S
S

SS δδ ∏+∏= ,

где ))(exp()(1 qqu  ,                                      (4)

где Fn – совокупности частных функций распре-
деления частичных плотностей n

n
n Fpp  . 

Введем функционал

 ))()0(()(ln)( uFFuQuW   ,       (5)

который в этом случае является производящим 
корреляционных функций вида

δδδ ∏+∏=

=∏=

,

позволяющих выполнить разложение Урсе-
ла–Майера функций вида np  и определяющих 
возможность и условия изменения в этом поле 
свободной энергии F, либо потенциала Ω при 
переходе к большому распределению Гиббса.

Следовательно, и частичные плотности и 
корреляции являются функциональными ве-
личинами, зависящими от потенциалов взаи-
модействия, в случае простых жидкостей – по-
тенциала внешнего поля и парного потенциала 

)(r . Функциональные разложения по функци-
ям Майера 1))(exp()(  rrf   и модифика-
ция этих разложений – вириальные разложения 
и их частичное суммирование приводят к ря-
дам ограниченной сходимости при вычислении 

производящих функционалов в расчётах харак-
теристик гиббсовских распределений значений 
параметров формируемой решеточной системы 
в процессе кристаллизации расплава при не-
которых определенных внешних управляемых 
воздействиях.

Соответственно анализ полученных резуль-
татов показал, что условия получения струк-
тур на микроуровне (наноструктур) зависят от 
правильности выбора и построения матема-
тической модели технологических процессов 
получения структуры кристаллизации и за-
дания определяющих соотношений факторов 
процесса. В частности, математическое моде-
лирование процессов кристаллизации позво-
ляет прогнозировать возможности получения 
гарантированных свойств структуры сплава в 
зависимости от условий процессов плавки и 
кристаллизации расплава, а также вида и мощ-
ности управляющих воздействий на расплав, то 
есть обеспечивать такое соотношение 00 ,  и 

0
 , при котором разрушение металла в процес-

сах последующей эксплуатации не наступит при 
допустимых и прогнозируемых величинах его 
упругой и пластической деформации. 

В расплаве термодинамические параметры 
могут быть представлены через потенциалы, в 
том числе и термодинамический потенциал, в 

соотношениях 1 /kT  , при этом
 T T
 
 

  
.
 

В зависимости от типа и размера формируемой 
при кристаллизации микроструктуры, типа и 
размерности решетки, характера взаимодей-
ствия частиц можно создавать условия для полу-
чения регулярной кристаллической структуры с 
различной размерностью конфигурационного 
пространства. 

Без нарушения общности подхода предста-
вим бесконечную систему с множеством частиц 
на одномерной решетке Ā с бинарным взаимо-
действием с внешним полем некоторой физи-
ческой природы. Потенциальную энергию вза-
имодействия конфигурации представим в виде:

2 1
,

1( ) ( ) ( )
2 i j i

i j i Z
U N n n Q i j n Q i



    ,  (6)

где N – некоторая финитная функция, опреде-
ленная на множестве Z и имеющая значения в 
интервале множества {0,1},

ni – значение функции N в точке iZ,
Q1(i) – потенциал внешнего поля со значени-

ями на подмножествах R { }, удовлетворяю-
щий предикату: 1( ) 0kT     при условии:

1exp{ ( )} ( )Q x v L Z    .             (7)

Тогда бинарный потенциал взаимодействия 
молекул и частиц расплава будет иметь вид:
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(8)

и должен удовлетворять следующему условию 
регулярности:

0,   
1

2exp{ ( )} 1 ( )if Q i L Z    ;
  (9)  )(1)(exp 1

2 ZLiQfi   .

Для изучения механизма образования кри-
сталлической структуры при управляемом 
внешнем воздействии на расплав, а также меж-
фазного взаимодействия формируемых струк-
тур, особенно при исследовании динамики 
многофазных структур, установления природы 
и механизмов взаимодействия доминирую-
щих структур предположим, что производящие 
функционалы для характеристик гиббсовских 
распределений формируемой решеточной си-
стемы могут определяться в банаховом про-
странстве Н, аналитически заданных на мно-
жестве 

1
( )L Z  функционалов вида:

A(t)= ( ) in
i

N i Z

a N t


  .                   (10)

И частичные плотности и корреляции явля-
ются функциональными, зависящими от потен-
циалов взаимодействия, в случае простых жид-
костей – потенциала внешнего поля и парного 
потенциала )(r . Функциональные разложения 
по функциям Майера 1))(exp()(  rrf   и 
модификация этих разложений – вириальные 
разложения и их частичное суммирование – 
приводят к рядам ограниченной сходимости.

Предлагается произвести замену перемен-
ных – в качестве независимых переменных вы-
брать не потенциалы, а частичные плотности 
или корреляции. Такая замена осуществляется 
функциональным преобразованием Лежандра

xxyyx −=→ψ ,

замена аргумента x определяется усло-
вием 0/  x , то есть )( y  являет-
ся экстремальным по x значением функции 

xxyyx −=ψ , x является решением 
уравнения xy ∂∂=  и )(xdyd    . При 
обратном преобразовании Лежандра 

yxyxy ψψ −=→ =∂∂ y  функ-

ция yxyyx ψ−=  экстремальна по y. 
Тогда yx  /  и  ydxd = .

(Альтернативное определение

 xyxy −=ψ  

отличается только знаком).
Аргументы x и y могут принадлежать лю-

бому пространству, быть действительным или 

мнимым числом, многомерным вектором, 
функцией или функционалом, что соответству-
ет реальному процессу управляемой кристал-
лизации. 

Следовательно, термодинамический по-
тенциал как функционал вариационной за-
дачи расчёта параметров кристаллизации мо-
жет иметь несколько минимумов. Глобальный 
минимум определяет стабильное состояние 
процесса. Другие минимумы определяют ме-
тастабильные состояния. Вариационный метод 
позволяет определить границы существования 
стабильного и метастабильных состояний. Кри-
терий локальной устойчивости определяется 
свойствами корреляции, бинарной для фазово-
го перехода первого рода, четвертого порядка 
для переходов второго рода.

Следует отметить, что вариационный ме-
тод дает возможность применять прямые 
методы. В некоторых случаях такой подход 
может быть достаточно простым [5], но эф-
фективность его применения может быть зна-
чительно выше при автоматизации расчётов с 
использованием производительной вычисли-
тельной техники. Определение термодинами-
ческих параметров через свободную энергию 
– функционал вариационной задачи автома-
тически решает проблему термодинамиче-
ской согласованности вариационного метода 
при моделировании процессов кристаллиза-
ции расплава.
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Experiments were conducted to establish the complex nature depending on the dislocation structure 
formed, the density distribution of the micropores and microcracks microdefects internal structure 
depending on the conditions of the melt crystallization. The characteristics of the resulting 
microstructures of structural steels for given operating conditions. For this purpose, with appropriate 
technical devices created external mechanical, acoustic, magnetic infl uence on the metal melt during 
its aging and crystallization. t was found that the scalar vector of increments of parameters crystallizing 
microstructures relative to the reference point in this case may be represented by tensors of the second 
rank: increments of linear and angular deformities. The kinetics of the growth of the emerging structure 
of crystals in the liquid metal melt at the moment of contact between the individual crystallized 
microparticles along their boundaries with the formation of crystallites with parameters depending on 
the crystallization conditions, which provides mathematical simulation of crystallization processes and 
allows to predict the chances of getting the guaranteed properties of the alloy structure, depending on 
the process conditions melting and crystallization of the melt,
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