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1. ВВЕДЕНИЕ

Задачам синтеза управления космическим 
аппаратом и исследованиям движения КА в ат-
мосфере Марса посвящено множество работ. На-
пример, в работе [1] решается задача оптималь-
ного управления космическим аппаратом при 
формировании орбиты искусственного спутни-
ка Марса. В работе [2] проводится анализ движе-
ния космического аппаратапри переходе на ор-
биту планетыс использованием торможения в 
атмосфере. Следует отметить, что ограничение 
пространственного угла атаки необходимо для 
исключения перегрева бортового оборудования 
аппарата, неравномерно закрытого теплоза-
щитным покрытием. В работе [3] представлена 
схема оптимизации траектории для фазы спу-
скаемого аппарата с посадкой на Марса с учетом 
возмущений. Существуют публикации по управ-
лению величиной асимметрии при реализации 
резонансных эффектов в процессе атмосферно-
го спуска космического аппарата [4]. В извест-
ных публикациях отсутствует решение задачи 
управления углом атаки посредством измене-
ния малой аэродинамической и инерционной 
асимметрией спускаемого космического ап-
парата на неизменной высоте полёта. В задаче 
торможения в атмосфере после межпланетного 
перелета возможны «рикошеты» от атмосферы 
при превышении первой космической скорости 
[5]. Использование в модели предположения о 
постоянстве высоты в системе дифференциаль-

ных  уравнений не позволяет учитывать отскок 
от атмосферы.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Целью работы является решение задачи оп-
тимального управления углом атаки космиче-
ского аппарата, совершающего движение в ат-
мосфере планеты на неизменной высоте.

Рассматривается пространственное движе-
ние космического аппарата в атмосфере пла-
неты. Предполагается, что полет КА происходит 
на неизменной высоте. При этом сила лобового 
сопротивления обеспечивает уменьшение ско-
рости центра масс космического аппарата без 
использования (реактивных) двигателей.

Ставиться задача нахождения выражения 
для приближенного оптимального управления 
пространственным углом атаки при атмосфер-
ном торможении асимметричного межпланет-
ного космического аппарата на неизменной 
высоте полёта. Для описания относительного 
движения космического аппарата [6] с изменяе-
мой аэродинамической и инерционной асимме-
трией при условии постоянной положительной 
угловой скорости x  применяются квазилиней-
ные уравнения:
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– резо-

нансное соотношение частот, x  – угловая 
скорость космического аппарата относительно 
продольной оси OX,   – угол атаки,   – быстрая 
фаза, / 2    ,  – аэродинамический 
угол крена, Am  – параметр, характеризующий 
величину инерционной и аэродинамической 
асимметрий; 1  – параметр, который опреде-
ляет взаимное расположение инерционной и аэ-
родинамической асимметрии; 1,2 x x aI / 2    ;

x xI I / I ; xI  и y zI I I   – моменты инер-
ции КА относительно осей координат связанной 

систем OXYZ; 2 2 2
a x xI / 4    ;    – часто-

та прецессии КА при угловой скорости x =0; 

,  q – скоростной напор, 
S  – площадь миделевого сечения, L - длина КА; 

– коэффициент восстанавливающего  аэро-
динамического момента,  – малый параметр, 
характеризующий величину параметра аэроди-
намической асимметрии.

При численном интегрировании система 
уравнений относительного движения наноспут-
ника (1) решается совместно с тремя уравне-
ниями для нахождения параметров движение 
центра масс: угла наклона траектории, скорости 
центра масс V и высоты полёта H [5].

3. МЕТОД УПРАВЛЕНИЯ

Для решения данной задачи оптимально-
го управления углом атаки используется метод 
динамического программирования Беллмана 
[7]. Согласно методу Беллмана, ставится зада-
ча нахождения приближенного оптимального 
управления на всем отрезке атмосферного дви-
жения при неизменной высоте полёта. При этом  
управление u должно быть оптимальным в каж-
дый момент времени полёта  ,ot t T . 

Необходимо найти управление 0u U   , 
переводящее начальную величину угла 
атаки 0 0(t )    в нулевое положение

T (T) 0     за минимальное время. В каче-
стве критерия оптимальности был выбран ква-
дратичный критерий [8]:
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где 1k , 2k  – весовые коэффициенты кри-
терия оптимальности 1 2(k 0, k 0)  , 

2 2
1 2V k k u    – функция Ляпунова.

Применение метода динамического про-
граммирования для динамической системы (1) 
приводит к необходимости решения некоторого 

уравнения в частных производных – уравнения 
Беллмана относительно производящей функ-
ции ( , )   . Определение данной функции по-
зволяет найти оптимальное управление 0u , как 
функцию от вектора состояния, то есть решить 
задачу синтеза.

Для решения задачи оптимизации ис-
пользуется принцип Беллмана, который для 
системы (1) и критерия (2) приводит к соот-
ношению:

2 2
1 2u
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, (3)

где ( , )    – производящая функция. 
Выражение, стоящее под знаком миниму-

ма в соотношении (3), представляет собой ква-
дратичную функцию управления u . Выделяем 
слагаемые, зависящие только от управления, 
и применяем необходимое и достаточное  ус-
ловие минимума полученной функции. Тогда 
оптимальное управление 0u определиться из 
условия:
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Подставляя управление (4) в условие (3) и, 
приводя подобные члены, получим уравнение 
Беллмана для квазилинейнойдинамической 
системы:
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В этом случае определение оптимального 
управления для квазилинейной динамической 
системы определяется следующим образом: 1) 
из уравнения в частных производных (5) нахо-
дится функция ( , )   ; 2) функция ( , )    под-
ставляется в выражение (4) и определяется оп-

тимальное управление 0u ( , )  .
После подстановки 0u ( , )   в исходную си-

стему (1), решения полученной системы должны 
удовлетворять условиям устойчивости, в част-
ности, должны стремиться с течением времени 
к нулевому значению (T) 0  .

Функция ( , )    является периодической по 
быстрой фазе  , что затрудняет синтез управле-
ния. С целью исключения быстрой фазы решим 
дифференциальное уравнение в частных про-
изводных (5) совместно с уравнениями системы 
приближенно методом усреднения.

В соответствии с нерезонансной схемой 
метода усреднения решение уравнения (5) 
будем искать в виде асимптотических рядов 
[9, 10]:
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После подстановки рядов (6) в уравнение 
(5)в первом приближении метода усреднения 
получим:
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Решение уравнения (7) может быть найдено 
в виде квадратичной функции методом неопре-
делённых коэффициентов в виде [5]:

 20 0A   .                          (8)

Причем, для обеспечения асимптотиче-
ской устойчивости решения усредненной си-
стемы в соответствии с методом Ляпунова 
функция ( , )    должна быть положительно 
определена (A>0). После подстановки (8) в (4) 
получим выражение для оптимального по бы-
стродействию управления пространственным 
углом атаки:
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Подставим управление (9) в исходное урав-
нение (1).  С учётом первого приближения мето-
да усреднения получаем:
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Если функция перед углом атаки в правой 
части (10) имеет отрицательный знак, то най-
денное управление (9) при подстановке в (10)  
обеспечивает асимптотическую устойчивость 
по углу атаки.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Производилось численное моделирование 
относительного движения космического аппа-
рата с малой асимметрией, осуществляющего 
движение в атмосфере Марса на неизменной 
высоте. В процессе получения численных ре-
зультатов использовалась система уравнений 
(1). При этом  предполагалось, что космический 
аппарат имеет массово-инерционные характе-
ристики, аналогичные спускаемому космиче-
скому аппарату «Mars Polar Lander» [11]: наи-

больший радиус основания конуса r  =  1,25  м, 
высоту конуса l = 2 м  и массу m=576 кг, моменты 
инерции Ix = 270кгм2, Iy = 443 кгм2, Iz = 443 кгм2. 
Рассматриваемый космический аппарат совер-
шает спуск в атмосфере Марса (средний радиус 
R0 = 3390 км) при среднем ускорении свободного 
падения  g0=3,86 м/с2.  Начальная скорость поле-
та V(0)=4200 м/с. Полет осуществлялся на вы-
бранных высотах: 25 км и 50 км.

На рис. 1-3 представлены результаты чис-
ленного моделирования системы (1) четыре-
хэтапным методом Рунге-Кутты. На рисунке 1 
представлен график  изменения скорости кос-
мического аппарата на неизменной высоте. 
Скорость космического аппарата падает за счет 
торможения в атмосфере Марса.

Рис. 1. Изменение скорости 
космического аппарата

На рис. 2 показано изменение величины 
пространственного угла атаки космического ап-
парата в атмосфере Марса на высоте 25 км и 50 
км,  соответственно,с учётом влияния аэроди-
намической и инерционной асимметрий.

Как видно из рис. 2 медленная составляющая 
углаатаки космического аппарата увеличивает-
ся, что может привести к аварийной ситуации. 
Поэтому, необходимо осуществлять управление 
углом ориентации космического аппарата. На 
рисунке 3 представлены графики  изменения 
медленной составляющей угла атаки космиче-
ского аппарата в атмосфере Марса на высотах 24 
км и 50 км, соответственно, с учётом оптималь-
ного управления (9).

Из рис. 2 и 3,  следует, что управление вели-
чиной асимметрии посредством выражения (9) 
способствует уменьшению угла атаки до малых 
значений меньших 0,01 рад. Следовательно, за-
дача оптимального управления пространствен-
ным углом атаки выполнена.

5. ВЫВОДЫ

Таким образом, применение метода ди-
намического программирования Беллмана 
в сочетании с методом усреднения позволи-
ло найти выражение для приближенного оп-
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тимального управления пространственным 
углом атаки при атмосферном торможении 
асимметричного межпланетного космиче-
ского аппарата на неизменной высоте по-
лёта. Было получено новое выражение для 
приближённо-аналитического оптимального 
управления, учитывающего изменение ма-
лой функции аэродинамической и инерци-
онной асимметрий. Численные результаты 
подтверждают, что полученное приближённо-
аналитическое выражение для оптимального 
управления обеспечивает уменьшение про-
странственного угла атаки до заданных малых 
величин. Отметим, что управление реализо-
вано при наличии у космического аппарата 
как аэродинамической, так и инерционной 
асимметрии. Следует отметить, что получен-
ное оптимальное управление обеспечивает 
уменьшение только медленной составляющей 
угла атаки. При этом изменение быстрой со-
ставляющей угла атаки не рассматривается. 
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