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В настоящее время в аэрокосмической тех-
нике, в частности в баках  ракет-носителей 
«Союз», применяются ёмкостные датчики уров-
ня  топлив, состоящие из плоских электродов, 
образующих конденсатор, заполняемый кон-
тролируемой жидкостью [1]. Не смотря на стре-
мительное развитие  ракетно-космической и 
электронной  техники, прослеживается жёсткий 
консерватизм в их использовании, что обуслов-
лено  простотой конструкции и высокой надёж-
ностью. Процесс заправки РН инерционный и 
взрывоопасный. Случаются переливы топлива, 
но ещё хуже его недолив, так как это  приводит 
к потери  аппарата. В связи с этим актуально по-
вышение точности конструкционных расчётов 
датчика, которое необходимо проводить с учё-
том полей рассеивания и реальных свойств кон-
тролируемой среды.  

Теоретические основы емкостных методов 
измерений уровня топлив изложены в работах 
[3-4]. Электрофизическую модель емкостного 
метода измерения уровня можно представить в 
виде группы (минимум двух) плоских электро-
дов, помещённых в сосуд с жидкостью ортого-
нально контролируемому уровню, образующих  
конденсаторы, изменяющих свою емкость в за-
висимости от перемещения горизонтального 
зеркала жидкости (рисунок 1).

 В дублированном или троированном ва-
риантах, применяемых в баках РН, таких кон-
денсаторов может быть два или три соответ-
ственно. В общем случае плоские электроды 
могут иметь произвольную форму, что будет 
определять функцию преобразования датчи-
ка   С = F(h) – зависимость изменения ёмкости 

от  уровня жидкости или обратную функцию 
h=f(C)  – зависимость уровня от ёмкости. К об-
кладкам конденсатора подводится переменное 
напряжение заданной амплитуды и частоты. 
В результате в датчике создаётся переменное 
электрическое поле, определяющее в ней сум-
марный ток через электроды,  амплитуда и 
фаза которого зависит от общей емкости и про-
водимости  контролируемой  среды, которая 
в свою очередь  зависит от уровня жидкости в 
баке. При разработке математической модели 
примем следующие допущения. 

1. Удельная  проводимость материала элек-
тродов, и стенки бака  намного больше прово-
димости жидкости и воздушной подушки над 
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Рис. 1. Иллюстрация к обобщённой 
математической модели ёмкостного

 датчика уровня:
1– топливный бак, 2 – электроды, 3 – жидкость, 

4 – поля рассеивания, Ж, Г , Ж, Г – диэлектрические 
проницаемости и  удельные электрические 

проводимости жидкости и газа
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ней. Это означает, что  электроды и стенки бака 
являются эквипотенциальными. 

2. Все слои изотропны, стационарны  и ли-
нейны с точки зрения электрических свойств.

3. Расстояние от электродов до стенки бака 
много больше расстояние между электродами. 
Стенки бака имеют нулевой потенциал.  

4. Геометрические размеры электродов, рас-
стояния между ними, а также толщину слоёв 
считаем  известными. 

5. Диэлектрические  проницаемости  и удель-
ные электрические проводимости   жидкости  и 
газовой подушки считаем известными.

Целью математического моделирования  
является расчет и анализ электрического поля 
в конденсаторной структуре датчика с учётом 
полей рассеивания, определение на его основе 
функции преобразования датчика и формиро-
вание рекомендаций по его конструированию. 

Отметим, что, несмотря на достаточ-
но низкую проводимость  топлива и газа 
σ − − − −= ÷  , ею в расчётах нель-
зя пренебрегать, так как при большой площади 
электродов  активные токи утечки в конденса-
торном датчике могут  быть вполне существенны 
и значительно влиять на результаты измерений 
при различных способах обработки информа-
ционных сигналов.  Кроме того, поля рассеива-
ния на границах  электродов тоже должны учи-
тываться при математическом моделировании 
измерительной процедуры. Рассмотрим струк-
туру, показанную на рисунке 1, которая в целом 
образует конденсаторный датчик с неоднород-
ной, с точки зрения проводимости и диэлектри-
ческой проницаемости, внутренней средой.  К 
электродам датчика подведено напряжение . 

В работах [7, 8] показано, что при питании 
электродов синусоидальным напряжением U0(t) 
= Um sin t и  выполнении принятых допущений, 
в топливном баке возникает переменное элек-
трическое поле, описываемое уравнением 
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Здесь U (x,y,z,t) – скалярный потенциал  поля, 
[B] = [кг1/2.м3/2 /сек2];  (x,y,z) – проводимость каж-
дой точки среды, [1/Oм.м]=[сек/м2]; 

 (x,y,z) – абсолютная диэлектрическая про-
ницаемость каждой точки среды, [Ф/м]=[сек2 /м2]; 

G – общая проводимость системы между 
электродами [1/Ом] = [сек/м];

C – общая емкость электродной системы  [Ф] 
= [сек2/м];

V – объем электродов [м3];
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, ,i j k  – орты декартовой системы координат.
Уравнение (1) разбивается на два: относи-

тельно действительной U и мнимой U*  частей  
потенциала  переменного электрического поля 
в среде:

( )
V
GUgradUdiv m=σ  .                   (3)

V
mCU

gradUdiv =ε  .                (4)

Целью расчетов является определение ком-
понентов электрического поля U(x,y,z), общей 
проводимости G и общей емкости C датчика и 
определение влияния на них уровня жидкости 
h, проявляющейся в изменении диэлектриче-
ской проницаемости (x,y,z) и проводимости 
(x,y,z) наполняющей структуры датчика. Од-
ной из важных задач при этом является  также 
анализ влияния конструктивных размеров дат-
чика на формирование информационных сиг-
налов. Искомые параметры могут быть найдены 
из совместного решения уравнений (3), (4) при 
конкретных граничных условиях, определяе-
мых конструктивными размерами датчика и 
уровнем жидкости. В результате решения опре-
деляется распределение поля U(x,y,z) внутри и 
вокруг датчика, которое в количественных па-
раметрах удовлетворяло бы одновременно двум 
уравнениям (3) и (4). Так как s ¹ e решение этих 
уравнений  не могут дать одинаковых значений 
U(x,y,z). Однако, в совместном решении (3), (4) 
нет противоречия. При питании датчика сину-
соидальным напряжением, потенциал в каж-
дой точке поля будет комплексной величиной,  
определяемой по формуле:

( ) ( )
φΦ=

=+=
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причем U(x,y,z) – решение уравнения (3), 

),,(* zyxU  – решение уравнения (4). Общая 
проводимость G и емкость С определятся по 
формулам:
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где 
S

I dS= =
S

dSxDD  (7)

– суммарные токи проводимости и смещения 
через электроды датчика; 

),,,( tzyxJ  – вектор плотности тока в среде, 
[А/м2] = [кг/сек.м3/2]; 

),,,( tzyxD  – вектор плотности тока смеще-
ния, [Кл/м2] = [кг1/2 /м3/2];

,J gradU D gradU    .            (8) 
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Интегралы в выражениях (7), (8) берутся по 
поверхности электродов.

Решение этой задачи в расширенной обла-
сти, охватывающей пространство вокруг элек-
тродов,  позволяет учитывать боковые поля рас-
сеивания. 

Решение уравнений (3) – (4) с последующим 
определением полного тока, проводимости и ём-
кости  датчика по соотношениям (6) – (8) для не-
однородной  среды, содержащей границу раздела 
жидкости и газа, является целью математическо-
го моделирования измерительной процедуры. 

В общем случае комплексный суммарный ток 
датчика зависит от уровня жидкости h  и конструк-
ционных параметров обобщённой функцией 

ϕ

⋅

=

=ωσσεε=

         
(9)

где S, d – площадь электродов и расстояние меж-
ду ними;

  – проводимость и диэлектри-
ческая проницаемость газа и жидкости,

 – частота и напряжение питания дат-
чика;

{ }mUdSQ ωσσεε=   – совокуп-
ность конструкционных параметров датчика. 

Из выражения (9) следует, что от уровня 
жидкости h зависят амплитуда тока  и фазовый 
сдвиг между током и напряжением . Таким обра-
зом, контролируя указанные параметры, можно 
определять h. В зависимости от способа измере-
ния сигналов необходимо определить следую-
щие функции преобразования датчика: 

при измерении амплитуды тока –

   ( , )Ah F A Q ;                         (10)

при измерении фазового сдвига между то-
ком и напряжением – 

( , )h F Q  .                          (11)

Учитывая, что существуют специальные схе-
мы измерения ёмкости,  за основную функцию 
преобразования датчика может быть принята 
функция связывающая уровень с емкостью и 
конструктивными параметрами датчика: 

h F Q= ,                            (12)

В любом случае, по сути функции (10) – (12) 
есть результат одной измерительной процедуры. 
Совокупность рассмотренных формул представ-
ляют собой обобщённую физико- математиче-
скую модель предложенных методов измерения 
уровня. Поиск функций (10) – (12), связывающих 
сигналы датчика с уровнем жидкости и  кон-
струкционными параметрами является главной 
математической задачей диссертации.  

Аналитическое решение уравнений (3)-(4) с 
учётом полей рассеивания  затруднительно, так 
как рассматриваемая среда неоднородна. Ана-

литическая стыковка условий на границах сред 
неудобна и громоздка. Решение целесообразно 
проводить численными методами, в частности 
методом конечных разностей или конечных 
элементов. Для численного решения необходи-
мо задаться конкретными размерами датчика, 
формой и числом электродов, а также ограни-
читься размером пространства вокруг него.  
Окружающее пространство вокруг электродов 
определяет поля рассеивания и их влияние на 
функцию  преобразования можно оценить чис-
ленным экспериментом. Общий подход к рас-
чёту электрического поля в неоднородных сре-
дах сформулирован в работах [7 - 8]. В отличие 
от известных решений задача явно трёхмерная 
и достаточно просто сводится к плоской (двух-
мерной) только в случае, когда емкость образо-
вана двумя цилиндрическими коаксиальными 
цилиндрами. Конечно-разностный расчёт емко-
сти, образованной коаксиальными цилиндрами, 
погружёнными в жидкость,  с учётом полей рас-
сеивания приведён в работе [8]. Для трёхмерной 
задачи выражения (3), (4) примут вид 
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Для конечно-разностного решения задачи 
необходимо сделать следующее

1. Задаться кубической  областью вокруг рас-
сматриваемой системы, считая ее неоднород-
ной, имеющей разную проводимость (x,y,z) и 
диэлектрическую проницаемость (x,z) в каждой 
точке .

2. Заданную область считать достаточно 
удаленной от электродов, настолько, что мож-
но принять потенциал на ее границах равным 
нулю.

3. Разметить всю область квадратной конеч-
но-разностной сеткой с координатами i,j,k , ша-
гом b. 

4. В каждой точке области задать проводи-
мость (i,j,k) и диэлектрическую проницаемость 
(i,j,k).

Уровень жидкости определяется измене-
нием проводимости (i,j,k) и диэлектрической 
проницаемости (i,j,k) на границе раздела сред. 
При таком подходе расчет сводится к решению 
задачи расчета  поля [9] с граничными услови-
ями Дирихле, задающими потенциалы поля на 
его границах и внутренних точках: нулевые на 
границах U(Г) = 0,   U = Um  на электродах. 

Разработанный алгоритм и методика ре-
ализованы в программе, написанной в среде 
MATCAD, на основе которой проведены числен-
ные исследования влияния конструкционных 
параметров на емкость при различных уровнях 
жидкости h. При расчётах приняты следующие 
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значения электрофизических параметров среды 
и конструкционных элементов датчика: электро-
ды равны по длине  и ширине; 0 = 8.85416·10-12 
– абсолютная диэлектрическая проницаемость 
вакуума; UP=1 B – напряжение питания на элек-
тродах; H = 0,2 м – высота  электродов ; Э =1·108,  
Э =105 – проводимость [1/Ом.м] и относительная 
диэлектрическая проницаемость электродов; 
размер зоны расчёта вокруг электродов L х L x 
L = 0,4 х0,4 x 0,4м =0,064 м3 ;шаг и число узлов  
сетки b = 0,001 м; N =n x n x n =401 x 401 x 401 
=64481201; размер зоны расчёта вокруг электро-
дов L х L x L = 0,4 х0,4 x 0,4м =0,064 м3 ;шаг и 
число узлов  сетки b = 0,001 м; N =n x n x n = 401 x 
401 x 401 =64481201; 

В частности проведены следующие виды 
численного моделирования.

1. Расчёт полной  емкости и сопротивления  
датчика при различных  расстояниях между 
электродами и электрофизических параметров 
среды. Результаты расчётов приведены на ри-
сунке 2. 

Результаты расчетов показали ожидаемые 
зависимости и численные значения, которые 
получаются при использовании выражений  для 
расчёта указанных параметров без учёта полей 
рассеивания по известным  формулам [3,4]. 

S
d d

εε εε= = d dR
S S

ρ
σ

= =
    

(15) 

где S = gH – площадь электрода,
 

1 
 
– удель-

ное электрическое сопротивление среды [Ом.м].
Графики на рисунке 2 показывают значе-

ния ёмкости и проводимости сухого (при  = 1) 
и полностью заполненного жидкостью датчика 
с известной диэлектрической проницаемостью               
 ≠ 1.  Отметим, что численные значения ёмкости, 

полученные по конечно-разностной (полевой) 
методике расчёта на 10 – 15 % больше значений, 
полученных по формулам (15). Это объясняется 
тем, что полевые расчёты учитывают ёмкость, 
образованную полями рассеивания. Аналогично: 
вычисленное по разработанной программе пол-
ное активное сопротивление датчика на 10 – 15 
% меньше, чем значения, полученные по фор-
мулам (2.41), так как они не учитывают токи рас-
сеивания.. Результаты, приведённые на рисунке 
2, подтверждают правильность разработанной 
программы расчета и дают основания доверять 
последующим исследованиям, связанным с чис-
ленными экспериментами по конструированию и 
определению оптимальных параметров датчика. 

2. Расчёт ёмкости датчика при изменении 
уровня и различных диэлектрических проница-
емостях жидкости. Результаты расчётов приве-
дены на рисунке 3. d=2·10-3 м, H= 0.2 м,  g=4·10-3 

м, Г=1,0
Анализ рисунка показывает, что в начале 

и в конце диапазона преобразования зависи-
мость емкости от уровня носит нелинейный 
характер. Это объясняется влиянием емкостей 
рассеивания на границах электродов.  Получен-
ные результаты хорошо согласуются с данными, 
получаемыми по известной формуле расчё-
та  емкости частично заполненного жидкостью 
идеального ёмкостного датчика с равными 
электродами , которую можно записать в виде

[ ] gH hS
d d H

h h h
H H H

ε εε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε
ε

= + − = + − =

= + − ≈ + − = + −
 

,(16)

где gH A
d

ε ε ε ε= =  – емкость сухого датчи-

ка, 1Ã  .

Рис. 2. Зависимость полной ёмкости а) и сопротивления б) датчика  
от расстояния между электродами при разных электрофизических параметрах

             ) 
     

                      
= 0,2 , g = 

                      
0,004 , S= 

                
  S = 0.8·10

                 
0-3 3 

)  
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3. Расчёт ёмкости датчика при изменении 
уровня жидкости и различных конструкцион-
ных параметрах датчика. Анализ формулы (16) 
показывает, что можно выделить универсаль-
ный конструкционный параметр, зависящий 
только  от размеров электродов и расстояния 

между ними
   

gHA
d

 .  На рисунке 4 показано 

семейство графиков, иллюстрирующих измене-
ние ёмкости датчика от уровня топлива h  при 
различных значениях параметра А.

Семейство графиков на рисунке 4 показыва-
ет возможности выбора конструкционных раз-
меров датчика с целью обеспечения необходи-
мой чувствительности устройства.  Из графиков 
видно, что емкость датчика увеличивается  с 
повышением уровня жидкости, что при  Г < Ж   
соответствует теоретическим основам физиче-
ских процессов формирования информацион-
ных сигналов. 

Проведено исследование влияния удален-
ности границ расчётной зоны от  электродов на 
результаты расчётов полного сопротивления и 
емкости датчика. Показано, что удаление гра-
ниц расчётной зоны от электродов на величину 
равную и больше их размеров достаточно для 
обеспечения  заданной погрешности расчётов 
(менее 1%). Показано также, что шаг сетки в 

конечно-разностной модели не должен превы-
шать 0,1 от размера электрода. Исследования 
показали, что при ожидаемых геометрических 
параметрах датчика достаточно ограничить-
ся матрицей  с числом элементов 400 х 400 ,  с 
шагом b = 0,001 м Численный эксперимент по-
казал также, что изменение проводимости э, и 
диэлектрической проницаемости Э электродов  
в диапазонах   1 < э < 106  [1/Ом.м] , 10 < Э < 106 ,   
практически не влияет на результаты расчётов.  

Показано, что активная составляющая пол-
ного комплексного сопротивления датчика 
много меньше его реактивной (емкостной) со-
ставляющей. Поэтому в дальнейшем будем 
рассматривать только емкость датчика, как ин-
формационную составляющую сигнала. Прове-
дённые исследования соответствую основным 
физическим принципам функционирования 
датчика и демонстрируют корректность раз-
работанной математической модели, описыва-
ющей электрические процессы формирования 
информационного сигнала.   В целом можно 
сделать вывод, что чувствительность датчика к 
изменению уровня зависит от поля рассеяния, 
определяемого конструкцией датчика. Суще-
ствуют такие конструкционные соотношения в 
датчике,  при которых чувствительность датчи-
ка достаточна для обеспечения необходимого 
порога чувствительности.  

Рис. 3. Зависимость ёмкости  датчика от уровня и диэлектрической проницаемости жидкости

Рис. 4. Зависимость ёмкости датчика от уровня жидкости в резервуаре при Г=1, Ж=2 
и  различных значениях конструкционного параметра A
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Другой способ расчёта с помощью про-
граммы расчета емкостей методом конечных 
элементов. Например, в программе Ansys это 
может быть выполнено с использованием спе-
циального макроса Сmatrix [10]. 

  Рассмотренная методика исследований по-
зволяет проводить расчеты информационных 
характеристик датчика  при различных кон-
структивных параметрах датчика и электрофи-
зических показателе жидкости, что позволяет 
получить зависимости выходных сигналов при 
различных схемах включения, то есть опреде-
лить результирующую функцию преобразова-
ния прибора.   Рассмотренный алгоритм по-
зволяет с высокой точностью анализировать 
трёхмерные электрические поля в неоднород-
ных средах. Он даёт возможность с общих по-
зиций подойти к анализу неоднородных сред 
электрическими методами. 
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