
77

Информатика, вычислительная техника и управление

Данеев Алексей Васильевич, доктор физико-матема-
тических наук, профессор. E-mail: daneev@mail.ru
Лакеев Анатолий Валентинович, доктор физико-ма-
тематических наук, главный научный сотрудник 

УДК 517. 93, 517.937

О ПРИВЕДЕНИИ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ К РЕАЛИЗАЦИИ С ПОЛИЛИНЕЙНЫМ 
РЕГУЛЯТОРОМ ИНВАРИАНТНЫМ К ДВУМ РАЗНО-РЕГУЛИРУЕМЫМ ТРАЕКТОРНЫМ ПУЧКАМ

© 2020 А.В. Данеев1, А.В. Лакеев2, В.А. Русанов2, А.А. Ветров2

1 Иркутский государственный университет путей сообщения
2 Институт динамики систем и теории управления имени В.М. Матросова СО РАН, Иркутск

Для двух разно-регулируемых пучков (конечных, счетных, или даже континуальных) управляемых тра-
екторных кривых типа «траектория, управление», индуцированных заданной нестационарной гипербо-
лической системой, но с разными полилинейными регуляторами, показано, что, если нелинейный функ-
циональный оператор Релея-Ритца будет полуаддитивен на линейной оболочке от объединения этих 
пучков, то разрешима задача существования общего (инвариантного) нестационарного полилинейного 
регулятора, при наличии которого в структуре данной гиперболической системы, объединение этих тра-
екторных пучков содержится в семействе её допустимых решений. Приведен иллюстрирующий пример.
Ключевые слова: полилинейная дифференциальная реализация, гиперболическая система, инва-
риантный полилинейный регулятор.
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      T := [t0, t1] −    R      ℘μ − σ-   -  
  T.   (B, ||⋅||) −   ,   Lp(T, , B), p∈[1, ∞) 

   -   -     
 [8]  f: T → B   ( T ||f(τ)||p (dτ))1/p,  L∞(T, , B) −   -

  -   -     T  B.  , AC 

1(T, X) −    ϕ: T → X,      -
  T  (   ),  ,    

ΠΠ := AC1(T, X) × L2(T, , Y) × L2(T, , Z1) × … × L2(T, , Zn). 
       ,    .  

H2 := L2(T, , Y) × L2(T, , Z1) × … × L2(T, , Zn) 
 -   ,   

||(w0, …, wn)||H := ( T ||(w0(τ), …, wn(τ)) U (dτ))1/2,  (w0, …, wn) ∈ H2; 

,  H2 −   (   [8]   ||⋅||H). 
     ,   -  

L2 := L2(T, , L(Y, X)) × L2(T, , L(Z1, X)) × … × L2(T, , L(Zn, X)) 

 -    -    

||(B0, …, Bn)||L := ( T (||B0(τ) XYL +  i=1,…,n ||Bi(τ) XZL ) (dτ))1/2. 

       -  A0, A1 ∈ L1(T, , L(X, X)), A2 ∈ L∞(T, , L(X, X)),   -  
  T  A0(t), t ∈ T    - ,   

   n, i-   Bi ∈ L(X i, Zi), i = 1, …, n  
N1 ⊂ {(x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈ Π},  Card N1 ≤ ∞, 

(1) 
N2 ⊂ {(x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈ Π},  Card N2 ≤ ∞, 

         x, -
  u     ( ) B1(x), …, Bn(x, …, x),  

 N1  N2 = ∅;    Card Nj −   ( ) Nj. ,  
Bi(x, …, x) ∈ L∞(T, , Zi), ∀i = 1, …, n, ∀(x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈ Nj, j = 1, 2. 

          -  (x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈ Π   
 (mod )       − « » -

 : 
t  (x(t), u(t), B1(x(t)), …, Bn(x(t), …, x(t))). 

      ,       N1, N2 −  -
       : 

A2d 2x/dt 2 + A1dx/dt + A0x = B01u +  i=1,…,n Bi1Bi(x, …, x),  (B01, …, Bn1) ∈ L2, 
∀(x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈ N1; 

(2) 
A2d 2x/dt 2 + A1dx/dt + A0x = B02u +  i=1,…,n Bi2Bi(x, …, x),  (B02, …, Bn2) ∈ L2, 

∀(x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈ N2, 
(B01, …, Bn1) ≠ (B02, …, Bn2); 

      1 [1]    x-   § 121 [9]. 
      :  (   -    N1  N2) -

     -  (B0
+, …, Bn

+) ∈ L2,  
      N+ := N1  N2 : 

A2d 2x/dt 2 + A1dx/dt + A0x = B0
+u +  i=1,…,n Bi

+Bi(x, …, x),                                  (3) 
∀(x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈ N+. 
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        (3)       -
 3,    ,  

         [10]. 
      1. ,    4,    

      IP-    (3), 
      − -    L(X i × Y, 

Zi),       k-  (k ≤ i)  dx/dt  1-  
  u; ,     B(x, …, dx/dt, …, u) ∈ L2(T, , Zi)   
 B ∈ L(X i × Y, Zi).  ,     (3)   

     L(X i × Y, Zi), i = 1, …, n,   -
      5   [8], 

. .           
       . 

 
2.   

       L( , , R)   -    - -
      ≤L −   L( , , R) ,  φ1 ≤L φ2,  φ1(t) ≤ φ2(t) -

   .      W ⊂ L( , , R)   supL 

W,       W     ≤L. 
      1 [2].   Ψ: ΠΠ → L( , , R),    
                                             ||A2(t)d 2q(t)/dt 2 + A1(t)dq(t)/dt + A0(t)q(t)||X (||w0(t) Y + 

             Ψ(q, w0, …, wn)(t) := +  i=1,…,n ||wi(t) Z )-1/2,  (w0(t), …, wn(t)) ≠ 0 ∈ U;                       (4) 
                                             0 ∈ R,  (w0(t), …, wn(t)) = 0 ∈ U; 

  [12, 13]  (4)   − . 
        Ψ   d 2q/dt 2 ∈ L1(T, , X) (    1 [1]). 
      N ⊂ {(x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈ Π}, Card N ≤ ∞  Q −  ( . . )  

  Span N;      [8], . . {αQ}α>0 = Span N. -
  (  .   2 [2]),  ,    -

  N    -  (A0, A1, A2)  -
 (3)       ,     : 

{t ∈ T: ||A2(t)d 2q(t)/dt 2 + A1(t)dq(t)/dt + A0(t)q(t)||X = 0} ⊃ 

⊃ {t ∈ T: ||w0(t)||Y +  i=1,…,n ||wi(t)||Z = 0} (mod ),  ∀(q, w0, …, wn) ∈ Q. 

      2. i) c ,     N, ,  

 i=1,…,n supp ||Bi(x, …, x)||Z = 
= supp ||x||X (mod ),  ∀(x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈ N, 

  N      -  
(A0, A1, A2) ∈ L1(T, , L(X, X)) × L1(T, , L(X, X)) × L∞(T, , L(X, X)); 

     ii)    2 [2]   (2) N1, N2  (1)    . 
        ,   i)  2. 

 [2]    ( )    (3)      
−  3 [2].   4      (     -

 2    3)        N1, N2. 
        -    L(X i×Y j, Zij), 

j ≥ 2,    , . .     B ∈ L(X i×Y j, Zij), j ≥ 2  j-  
 ( ) u,    ( .   2)  B(x, …, dx/dt, …, u) ∈ L2(T, 

, Zij). 
5    -     [6]   (2.1)−(2.2) [11] 

-  ; .     1 [11]   
    -  , -

             
. 
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      1 (   1 [14]).  ker B1 = 0,    N   
  -  A0, A1 ∈ L1(T, , L(X, X)), A2 ∈ L∞(T, , L(X, X)). 

     . ,   ker B1 = 0  

 i=1,…,n supp ||Bi(x, …, x)||Z = 
= supp ||x||X (mod ),  ∀(x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈ N. 

  ,     f ∈ AC(T, X), g ∈ L(T, , R)  df(t)/dt = 
=0  -    Tfg :={t ∈ T: ||f(t)||X + |g(t)| = 0}; ,     

  (f, df/dt)    −   (x, dx/dt)   (dx/dt, d 2x/dt 2). 
      Tf := {t ∈ T: f(t) = 0}.  Tf ⊃ Tfg,    (Tf) = 0  {t ∈ T: ||df(t)/dt||X = =0} ⊃ 
Tfg (mod ) .    (Tf) ≠ 0. 
       T0 := {t ∈ Tf: ∃δ > 0, ((t-δ, t+δ)  Tf) = 0}. ,  (T0) = 0.    

 t ∈ T0  δ*
t
 > 0 ,  ((t-δ*

t, t+δ*
t)  Tf) = 0.     δ′t, 

δ′′t,  δ′t ∈ (t-δ*
t, t), δ′′t ∈ (t, t+δ*

t)   It
 := (δ′t, δ′′t).    {It}t∈T0  

 T0,  . .   It     ,   
{It}t∈T0    {Iti}i=1,2,…,     T0. , 

    i = 1, 2 , …  Iti
 ⊂ (ti-δ*

ti, ti+δ*
ti),  (Iti  Tδ)= =0,   

  « » - : 
(T0) = (T0  ( i = 1, 2, …Iti)) = 

= ( i = 1, 2, …T0  Iti) ≤ Σi=1, 2, … (T0  Iti) = 0, 
 (T0) = 0.     . 

      t ∈ Tf\T0,    δ > 0  ((t-δ, t+δ)  Tf) > 0,   f∈ AC(T, X),   
  T * ⊂ T,  (T *) = 0  ∀t ∈ Tf\T *  df(t)/dt. ,  df(t)/dt = 0  t ∈ 

Tf\(T0  T *). ,    k  ((t - 1/k, t + 1/k)  Tf) > 0 , -
,   tk ≠ t, |tk-t| < 1/k, tk ∈ Tf.        -

   ( ,   ,   ): 
df(t)/dt = lim{(f(t-Δt) - f(t))/Δt: Δt → 0} = 

= lim{(f(tk) - f(t))/(tk - t) = 0 ∈ X: k → ∞} = 0 ∈ X.  
      1.  (x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈   ker B1 = 0,  ℘ν ⊂℘ν_,  ν, ν_ −  

     

ν(S) := S (||u(τ) Y +  i=1,…,n ||Bi(x(τ), …, x(τ)) Z ) (dτ),  S ∈℘μ, 
ν_(S) := S ||A2(τ)d 2x(τ)/dτ 2 + A1(τ)dx(τ)/dτ + A0(τ)x(τ)||X (dτ),  S ∈℘μ, 

 ,  Im B1
 = Z1,  

||A2d 2x/dt 2 + A1dx/dt + A0x||X (||u Y +  i=1,…,n ||Bi(x, …, x) Z )-1/2 ∈ L2( , , R) ⇔ 

⇔ ||A2d 2x/dt 2 + A1dx/dt + A0x||X (||u Y + ||x X +  i=2,…,n ||Bi(x, …, x) Z )-1/2 ∈ L2( , , R), 
  -  

A0, A1 ∈ L1(T, , L(X, X)), A2 ∈ L∞(T, , L(X, X)).  
        (4)   ,   −  -

  (  ) : 
0 ≤LΨ(φ),  0 ∈ L(T, , R), φ ∈ ΠΠ,                                                    (5) 
Ψ(βφ) = Ψ(φ), 0 ≠ β ∈ R. 

       −      -  ,  
      .     ,   

   . 
      2 [12, 13].  −      α ∈ R  -

 E ⊂ Π,     (φ1, φ2) ∈ E×E   
Ψ(φ1 + φ2) ≤L αΨ(φ1) + αΨ(φ2). 

      2.  (   )  −    -
     Π. 

     .     E ⊂ Π  −  Ψ   
  α,            

  E.   ,  Ψ         
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  E,     -  (φ1, φ2) ∈ E×E   Ψ(φ1 

+ φ2) ≤L αΨ(φ1) + αΨ(φ2),    {φ1, φ2} ⊂ E  Ψ    α.  
        2   − 6    -

    − ,  :  Π  -
 ,    (4)     α > 0,   -

        α ∈ (0, 1);  ,  -
  Ψ   (φ, 0) ∈ E×E, φ ≠ 0     E= {0} ⊂ Π,  

    3 (    ) ,    -
 Ψ −    α ∈ [1, ∞). 

      3.  α ∈ [1, ∞),   Π  (  )   
-     E,    −  -

   α. 
     .  (q1, w01, …, wn1) −    Π.    (5)  Ψ -

   α    E1  (q1, w01, …, wn1). ,  (q2, w02, …, wn2) ∈ Π, (q2, 
w02, …, wn2) ∉ E1  Ψ   E1  {(q2, w02, …, wn2)}   α;     -

,  E1 −   .   E1 + E2,  E2 −    
(q2, w02, …, wn2),   

β1(q1, w01, …, wn1) + β2(q2, w02, …, wn2), β1, β2 ∈ R, β2 ≠ 0. 
            (5)   : 

Ψ(β1(q1, w01, …, wn1) + β2(q2, w02, …, wn2)) = 
= Ψ(β1β2

-1(q1, w01, …, wn1) + (q2, w02, …, wn2)) ≤L 
≤L αΨ(β1β2

-1(q1, w01, …, wn1)) + αΨ(q2, w02, …, wn2)) = 
= αΨ(β1(q1, w01, …, wn1)) + αΨ(β2(q2, w02, …, wn2)), 

 ,   Ψ     E1 + E2   α. -
 ,  ,     E1     -
    Π,   Ψ     α. 

         ,   P −     
(E#, α#),  E# −     Π  α# ∈ [1, ∞),   −  -

  E#   α#.   P   <<,  
(E#, α#) << (E##, α##) ⇔ E# ⊂ E##,  α# = α##. 

        (    [15])   P  Ω − -
  (    ),   (E1, α) << (E1 + E2, 

α).   −     Eγ  Π, ,  (Eγ, α) ∈ Ω.     
  -  , ,  E := 

 {Eγ: Eγ ∈ }  (  )    Π. 
     ,  (φ1, φ2) ∈ E×E, , , (φ1, φ2) ∈ Eγ×Eγ    Eγ ∈ ,  -

      (φ1, φ2)  Ψ: 
Ψ(φ1 + φ2) ≤L αΨ(φ1) + αΨ(φ2) 

  (E, α) ∈ Ω.      E     Π,   
  Ψ    α,    ,  , 

     P  (E*, α),   E*   E,   -
    Ω   P.  

 
3.   IP-  

         −  -   -
   (3).       -

   ,       −   ;  
       ,     . 

      1.  N1, N2 ⊂ Π −    (1), (2).   (3) ,  
 −         

,   −       [15].
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Span N1 + Span N2. 
      3.   :    1  3 [2] −  -

         -
  ;    1    (   a majore 

ad minus)     (4)      
  ,    (3). 

       1.    Span N1  Span N2 −  
  ,     2 [2]    φ1, φ2 ∈ L2(T, , R),    

    7 
supLΨ[Span N1] ≤L φ1, 
supLΨ[Span N2] ≤L φ2. 

        Span N1 + Span N2        -
.     Ψ (   α)  Span N1 + Span N2  

supLΨ[Span N1 + Span N2] ≤L 
≤L αsupLΨ[Span N1] + αsupLΨ[Span N2] ≤L α(φ1 + φ2), 

,    2 [2],  (   Span N1  N2 = Span N1 + Span N2   ii) -
 2),    N1  N2    (3).  

      2.   N1, N2, …, Nk ⊂ Π   (2).  i=1,…,k Ni, −  
  (3)     (B0

+, …, Bn
+) ∈ L2,  Ψ   

        : 
Span N1 + Span N2 + … + Span Nk.  

      2         i=1,…,k Ni, 
   (     )   (3)  

  (3),     « »   
      Ni (i = 1, …, k)   ( -

)     Ni = {(x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x))i}: 
Ψ((xi, ui, B1(x), …, Bn(x, …, x))i) ∈ L2(T, , R),  i = 1, …, k; 

     1 [2].    (    )  -
,     Bi ∈ L(X i, Zi), i = 1, …, n,   -

8,          9 -
   (3);    .   [11]. 

 
4.   

      ,         
-  (B0

+, …, Bn
+) ∈ L2   (3)  : 

     N1 ⊂ {(x, u, B1(x), …, Bn(x, …, x)) ∈ Π}, 1 ≤ Card N1 ≤ 0 ( - ) −      -
  (2)    -  (B01, …, Bn1) ∈ L2, 

     N2 := (x*, u*, B1(x*), …, Bn(x*, …, x*)) ∈ Π −   (2)   -  (B02, …, 
Bn2) ∈ L2,   (B02, …, Bn2) ≠ (B01, …, Bn1)  (x*, u*, B1(x*), …, Bn(x*, …, x*)) ∉ Span N1; 

. . « »   N+ := N1  N2  ,  . 
     ,     t ∈ T      U  
(u*(t), B1(x*(t)), …, Bn(x*(t), …, x*(t)))    Span {(u(t), B1(x(t)), …, Bn(x(t), …, x(t))): (x, u, B1(x), …, 
Bn(x, …, x)) ∈ N1},   (u*(t), B1(x*(t)), …, Bn(x*(t), …, x*(t)))_,   

(u*(t), B1(x*(t)), …, Bn(x*(t), …, x*(t)))⊥ := 
= (u*(t), B1(x*(t)), …, Bn(x*(t), …, x*(t))) − (u*(t), B1(x*(t)), …, Bn(x*(t), …, x*(t)))_. 

         ,  -  

7  ( .  17 [16, c. 68])   Q* ⊂ Span Ni , ,  supLΨ(Span Ni) ∈ L( , , 
R),  φ := supLΨ(Span Ni)  sup- : t  φ(t) = sup{Ψ(q, w0, …, wn)(t) ∈ R: (q, w0, …, wn) ∈ Q*}. 
8      ϕjp: X → X,  Ψ((x, u, B1(ϕ11(x)), …, Bn(ϕn1(x), …, ϕnn(x)))i) ∈ L2(T, , R), i = 1, …, 
k. 
9 :        «=»   Rn,   

  Bi ∈ L(X i, Zi), i = 1, …, n    «∈»  L2(T, , R). 
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t  (u*(t), B1(x*(t)), …, Bn(x*(t), …, x*(t))_: T → U, 
t  (u*(t), B1(x*(t)), …, Bn(x*(t), …, x*(t)))⊥: T → U 

 - 10. ,   1(N1), 2(N2) ⊂ H2   -
  3 [2],  ⊥(N2) −   H2   

Span {χ⋅(u*, B1(x*), …, Bn(x*, …, x*))⊥: χ ∈ F}, 
 F ⊂ L( , , R) −    (mod )   , 

  σ-  ℘μ. 
      4.  1  ⊥     H2.  
             H2, ,    

 {0} ⊂ H2,      H2,     ,  
 ⊕,  ,  14.  [9]   4    1 ⊕ ⊥. 

      :    ,    -
   N1  N2, « »   N+  -

  (3)?          -
   ( .   5),   

1 + 2
 = 1 ⊕ ⊥,                                                                   (5) 

     (5),  ,  
1 ⊕ 2 = 1 ⊕ ⊥,                                                                  (6) 

         -
  N+          -

     N1, N2,    14.  [9]   3 [2]; 
     (6)   2. 

          : ,  
 := {t ∈ T: (u*(t), B1(x*(t)), …, Bn(x*(t), …, x*(t)))⊥ = 0}, 

  ν*
⊥, ν* −   (    σ- )  

S

(u*(τ), B1(x*(τ)), …, Bn(x*(τ), …, x*(τ)))⊥ U (dτ),  S∈℘μ, 

S

(u*(τ), B1(x*(τ)), …, Bn(x*(τ), …, x*(τ))) U (dτ),  S∈℘μ. 

      5.  1 + 2 = 1 ⊕ ⊥        ,  
L2(T, ν*

⊥, R) = χ⊥⋅L2(T, ν*, R), 
 χ⊥ −    T\ .  

           (6)   . 
      2.    = ∅ (mod )  : 

1 ⊕ 2 = 1 ⊕ ⊥ ⇔ 
⇔ L2(T, ν*

⊥, R) = L2(T, ν*, R). 
     .  1 + 2

 = 1 ⊕ ⊥ ⇔ L2(T, ν*
⊥, R) = L2(T, ν*, R) −   

 5.   ,   1  2 = {0} ⊂ H2   
{t ∈ T: (u*(t), B1(x*(t)), …, Bn(x*(t), …, x*(t)))⊥ = 0} = ∅ (mod ) 

  3  III.5 (  − ) [8].  
      5   2    14.  [9]   3 [2]   
      3. i)    : 

L2(T, ν*
⊥, R) ⊂ χ⊥⋅L2(T, ν*, R) ⇔ 

⇔ L2(T, ν*
⊥, R) = χ⊥⋅L2(T, ν*, R) ⇔ 

⇔ 1 + 2
 = 1 ⊕ ⊥. 

     ii)   = ∅ (mod ),      i)    N+  -
       (3).  

      (     3 [2]   ii)  3): 
«   = ∅ (mod )   N+   (3),  L2(T, ν*

⊥, R) ⊂ L2(T, ν*, R)» 
    ,     . 

     .  X = Y = Z = R, T = [−1, 1], n = 2. ,   ( ) -
       : 

10     U      (  IV.22 [8]. 
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A0 = 2, A1 = 4, A2 = 2, 
B1 = 1, B2 = (1, 1), 

N1 = {t  (e-2t, 0, e-2t, e-4t): t ∈ T}, 
N2 = {t  (t2 + 1, 4t + 2, t2 + 1, (t2 + 1)2): t ∈ T}. 

     ,   N1, N2    (2)   (B01, B11, B21) = (1, 
2, 0), (B02,  B12, B22) = (2, 2, 0),     N+ := N1  N2  -

 (3)  ,   B0
+ = B1

+ = 2, B2
+ = 0,    : 

(u*(t), B1(x*(t)), B2(x*(t), x*(t)) = (4t + 2, t2 + 1, (t2 + 1)2), 
(u*(t), B1(x*(t)), B2(x*(t), x*(t))⊥ = (4t + 2, 0, 0), 

      = ∅ (mod ) (   = {−2-1} ≠ ∅)    
L2(T, ν*, R) = L2(T, , R), 

L2(T, ν*
⊥, R), ν*

⊥ = (4τ + 2)2 (dτ). 
        

1/(4t + 2) ∈ L2(T, ν*
⊥, R), 

1/(4t + 2) ∉ L2(T, , R), 
 L2(T, ν*

⊥, R) ⊄ L2(T, ν*, R);    3    ,   N1, N2 -
 1 + 2 ≠ 1 ⊕ 2.  ,   ,   3 [2]     -

 . 
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For two differently adjustable beams (fi nite, countable, or even continuous) controlled trajec-tory 
curves of the "trajectory, control" type, induced by a given non-stationary hyperbolic system, but with 
different multilinear controllers, it is shown that if the non-linear functional Rayleigh-Ritz operator is 
semi-additive on the linear shell from the union of these sheaves, then the problem of the existence of 
a common (invariant) non-stationary multilinear controller, in the presence of which in the structure of 
this hyperbolic system, the union of these trajectory bundles is contained in the fam-ily of its admissible 
solutions. An illustrative example is provided.
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