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ВВЕДЕНИЕ

В контакте с трением, как и при упругопла-
стической деформации, происходит рассеяние 
энергии, напряженное состояние зависит и от 
начального состояния и от истории нагружения, 
существует предельное состояние, когда начи-
нается скольжение подобно тому, как упругие 
деформации переходят в пластические. 

Д.Ч. Друкер [4] в 1954 году допускал, что не-
которые простые фрикционные си стемы прояв-
ляют аналогию с упруго-пластическим поведе-
нием, но считал, что неассоциативный характер 
движения не позволяет применить предельные 
теоремы непосредственно к проблеме трения. 
Б. Фредрикссон и Г. Райдем [5] утверждали, что 
если нормальная сила на контактной границе 
постоянна и определена, то процесс по существу 
становится ассоциативным, т.е. давление просто 
изменяет условие контакта и определяет макси-
мальную касательную силу, при которой проис-
ходит скольжение в плоскости. Это условие тре-
бует не только независимости тангенциальных 
смещений от нормальной составляющей силы, 
но также и того, что периодическая нагрузка не 
должна вызывать соответствующее изменение в 
нормальной силе. Такие условия трудно создать 
в реальных соединениях.

Р. Саез и др. [6], анализируя состояние устой-
чивого скольжения в контакте твердого тела с 
упругим полупространством, показали, что воз-
можны условия, при которых в устойчивом со-
стоянии скольжение наблюдаться не будет.

C.М. Чичман, А.М. Корсунский, Д. Хиллс и Н. 
Бенье [7, 8] классифицируют возможные типы 
поведения простой системы с трением в ус-
ловиях периодического или циклического на-
гружения: «Если нагрузки всегда недостаточно, 
чтобы произошло скольжение всех точек стыка, 
однако, некоторое подмножество таких точек 
может проскальзывать, то после первоначаль-
ного переходного процесса система достигает 
устойчивого состояния, характер которого име-
ет следующие варианты: 

- контактная приспособляемость: проскаль-
зывание на начальном этапе нагружения приво-
дит к возникновению остаточных напряжений, 
которые в совокупности с напряжениями от 
внешних сил создают ситуацию, исключающую 
дальнейшее проскальзывание;

- циклическое скольжение: проскальзывание 
в подмножестве точек области контакта точ-
но повторяется в каждом периоде нагружения, 
при этом суммарное скольжение в каждой точке 
стыка за период нагрузки равно нулю;

- прерывистое движение (рэтчетинг): сценарий 
скольжения точно повторяется в течение каждого 
периода нагрузки, причем суммарное скольжение 
за период может накапливается в каждой точке». 

Такое поведение в области контакта действи-
тельно позволяет провести аналогию с упруго-
пластическим телом, находящимся под действи-
ем системы нагрузок, циклически изменяющихся 
с течением времени в заданных пределах. 
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аналитических и численных расчетов построили 
эквивалент диаграммы Дж. Бри [9], на которой 
типы асимптотического поведения представлены 
как функции параметров нагружения (рис. 1) [10].

Авторы делают вывод, что, если контакт 
является «полным», то ест  ь площад  ь контакта 
заранее известна и не меняется во время ци-
клического нагружения, то система может при-
способиться. 

C.М. Чичман и Д. Хиллс [10] сформулировали 
эквивалент теоремы упругопластической при-
способляемости Мелана для контакта с трением:

если множество не зависящих от времени ка-
сательных перемещений на границе контактной 
поверхности может быть определено таким об-
разом, что соответствующие остаточные на-
пряжения, накладываясь на изменяющихся во вре-
мени напряжения, обусловленные нагружением, 
удовлетворяют условию трения, соответству-
ющему сцелению по всей площади контакта, то 
система будет стремиться в состояние, не пред-
усматривающее дальнейшее скольжение.

Строго математического доказательства тео-
ремы получено не было. В общем смысле дока-
зательство теоремы приспособляемости для кон-
такта с трением нельзя построить по аналогии с 
доказательством упругопластической приспосо-
бляемости, так как оследнее опирается на ассо-
циативный закон течения, а трение, как указы-
валось выше, имеет неассоциативный характер. 

На простых примерах взаимодействия 
штампа с полуплоскостью аналитическим и 
численным методами С. Каропнан, C.  М. Чичман 
и Д. Хиллс показали [10, 11], что в стыке, если нет 

взаимосвязи нормальных и касательных усилий 
и материалы контактных элементов однородны, 
действительно возможна контактная приспосо-
бляемость. Моделирование и численный расчет 
проводились методом конечных элементов в 
программе ABAQUS. Причем показано, что гра-
ница приспособляемости зависит от угла накло-
на края контактной линии (граница тем выше, 
чем больше внутренний угол наклона).  

Применимость теоремы контактной при-
способляемости для систем с трением Треска, 
когда касательные перемещения не зависят от 
нормальных усилий для полного ко  нтакта (на-
пр  имер, конт  акт подшипника с шатуном), дока-
зал Н. Антони, в своих работах [1, 12] и высказал 
предположение о распространении теоремы на 
трение Кулона, при условии малой области вза-
имодействия. 

Начиная с 2007 года, А. Клабрин, М. Сиав-
релла, Дж. Барбер опубликовали ряд статей [13] 
на тему приспособляемости в упругих контакт-
ных задачах с сухим трением. В частности, они 
установили (скорее ограничили) в дискретной 
постановке условия, при которых может быть 
применен ф  рикционный эквивалент теоремы 
Мелана. Для гладких поверхностей контакта, где 
для i-ой точки стыка, в которой ni - единичный 
нормальный вектор к поверхности, контактные 
перемещения ui и силы ri можно разложить на 
касательные и нормальные 
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Рис. 1. Эквивалент Бри-диаграммы фрикционного взаимодействия тел 
с одинаковыми упругими свойствами: 

P – постоянная нормальная сила, Q – циклическая касательная сила, f – коэффициент трения, 
max

min

Q
Qk   [10]
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где ii ,   – нормальные и касательные пере-
мещения точки i. 

Тангенциальные iq  и нормальные ip  силы 
реакции можно записать в виде: 
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где ww
ii p,q  – тангенциальные и нормальные 

силы в случае, когда == ii     ,  ; A, B, 
C – элементы матрицы жесткости. Авторы при-
вели доказательства условия наступления при-
способляемости для следующих случаев: 

- для любых двух или трехмерных систем, в 
которых нет какой-либо связи между относи-
тельными касательными перемещениями   и 
соответствующей нормальной силы p, т.е. ма-
трица B = 0,

- для двумерных систем, в которых коэффи-
циент трения в каждом узле меньше критичес-

кого значения
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Здесь вектор перемещения u в формуле (1) 
соответствует случаю =i  .

Авторы также приводят контрпримеры, ко-
торые не подпадают под эти категории, и в ко-
торых, как показывают авторы, приспособля-
емость не наступает. На основании этого они 
делают выводы об условиях применимости ана-
лога теоремы Мелана для фрикционного кон-
такта. Эти антипримеры важны еще и потому, 
что они отличаются от систем с трением Треска, 
для которых справедливость теоремы доказал 
Н. Антонии. 

Однако, несмотря на приведенные контрпри-
меры, не исключена возможность наступления 
контактной приспособляемости в случаях, не пред-
усмотренными высказанными ограничениями.

Этими же авторами [13] было сформулиро-
вано и доказано более общее условие наступле-
ния контактной приспособляемости:

если существует безопасный не зависящий от 
времени вектор смещения s~ , то фактическое 
смещение с проскальзыванием s приближается к 

s~  в смысле приспособляемости, когда 0N  

при 0s  в любой точке ( ) Ay x, ∈ ):

dAN q~qs~s −−= ,           (3)

здесь N – интегральная мера разности факти-
ческого смещения с проскальзыванием s и без-
опасным смещением s~ ; q~    q,  - фактические 
и безопасные касательные напряжения (рас-
пределенные силы) соответственно;  А - пятно 
контакта. 

Однако определение условий, при которых 
0N приведено не было.

В 2008 году Янг Джу Ан [14] предложил метод 
определения границ контактной приспособляе-
мости, основанный на изменении положения 
мгновенного контактного состояния системы 
P, в пространстве касательных перемещений

i  . На рисунке 2а приведен пример графиче-
ского представления мгновенного состояния 
P системы двух контактных узлов. Прямые I и 
II ограничивают безопасную зону для первого 
узла, а III, IV -для второго узла. С изменением 
сил линии соответствующие неравенствам ме-
няют свое положение сохраняя наклон (рис. 2б, 
линии IE, IVE), при этом мгновенное состояние Р 
изменяется (рис. 2б, P1-P4). В некоторых случаях 
система будет испытывать контактную приспо-
собляемость (рис. 2б, область КП). По мнению 
автора, контактная приспособляемость в систе-
ме из двух контактных узлов однозначно на-
ступит, когда безопасная область имеет форму 
четырехугольника.

Такой подход является наглядным способом 
представления границы приспособляемости 
системы с малым числом контактных узлов. В 
большинстве  практических задач необходимо 
представлять в виде гораздо большего количе-
с тва контактных узлов. Определить мгновен-
ное состояние такой системы, а тем более про-
следить ее изменение данным методом вряд ли 
представляется возможным.

В 1998 году Дж. Егер [15] для анализа контакт-
ного взаимодействия применил метод решения 
контактных задач, использующий наглядное 
представление сил в пространстве QP  . На-
чало этому методу было положено К. Каттанео 
[16] в реш  ении задачи Герца, когда после по-
стоянной нормальной силы прикладывается 

касательная. На рисунке 3а в поле сил QP   
сплошная линия ограничивает конус трения, а 
пунктирная линия разделяет внутри конуса об-
ласти полного сцепления и частичного сколь-
жения. Отрезок OPS соответствует  добавочным 
силам P, при которых возникает скольжение. Дж. 
Егер каждый шаг нагружения представлял в виде 
отрезков прямых линий в пространстве P - Q. 

В своих работах Дж. Барбер и др. [17] на осно-
ве геометрического представления сил анали-
зировал распределение в области контакта зон 
скольжения и сцепления, а также условия насту-
пления контактной приспособляемости. В об-
щем случае линия изменения сил представлена 
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на рисунке 3б. В частности, когда силы зависят 
от времени по гармоническому закону, линия 
сил образованная элементарными отрезками, 
представляет собой эллипс (рис. 3в). Автор при-
водит рассуждения о местоположении точек на 
этой линии, которым соответствует различный 
контактный статус: OA -начальный переходный 
участок траектории сил, максимум силы P до-
стигнут в точке C, а максимум силы Q достигнут 
в точке D. Никакого (возрастающего) скольже-

ния нет, пока
 

>
dt
dP

 
и

 
f

P
Q





. После достиже-

ния точки B траектории это условие нарушается, 
и ожидается развитие зоны скольжения от краев 
области контакта. В точке F наступает сцепле-
ние, которое сохраняется на участке FB. Таким 
образом, в поле сил P - Q могут быть определены 
такие их значения, при кото  рых система нахо-
дится в состоянии полного сцепления.

Несмотря на свою внешнюю непротиворе-
чивость данная теория имеет ряд существенных 

недостатков, связанных с тем, что в ней не учи-
тываются форма и размеры контактирующих 
тел и упругие свойства материалов этих тел.

Как было замечено, характер устойчивого 
состояния системы в условиях циклического на-
гружения зависит от начальных условий. Систе-
ма в некотором смысле «запоминает» началь-
ные условия. Это возможно, если существует 
подмножество узлов K из множества узлов кон-
такта N, которые всегда сцеплены. 

В теории контактной приспособляемости, 
понимаемой в том смысле, что проскальзыва-
ние в сопряжении прекращается после первых 
нескольких циклов нагружения, можно выде-
лить частный случай, когда приспособляемость 
наступает вследствие относительных угловых 
перемещений, т. е. проскальзыва  ние возникает 
при покачивании тел (рис. 4).

Особая постановка этой задачи дает пред-
посылки к поиску новых путей решения и даль-
нейшему развитию теории приспособляемости. 
Р. Вета в сотрудничестве с В.Л. Поповым опубли-

Рис. 2.
а) Мгновенное состояние P для системы из двух контактных узлов 

в плоскости касательных перемещений v1, v2, где I-IV - границы безопасной области;
б) изменение границы IV, затем I безопасной области системы из двух контактных узлов 
под действием изменяющихся во времени внешних нагрузок pw(t), qw(t), при которых 
мгновенное состояние P движется в область контактной приспособляемос  ти (КП) [14]. 

.  
  
  .  .  

 

Рис. 3. Графическое предста  вление сил в  пространстве P-Q [17]:
а) случай, когда в области контакта к по  стоянной нормальной силе добавляется касательная; 

б) случай произвольной силы; в) силы зависят от времени по гармоническому закону
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ковал ряд статей посвященных этой тематике 
[18, 19]. Одна из последних работ - [19], в которой 
авторы сделали попытку найти аналитическое 
выражение для пределов приспособляемости 
упругого катка при его взаимодействии с жест-
кой подвижной платформой. Контакт является 
неполным, т.к. площадь контактного пятна ме-
няется при покачивании. С увеличением числа 
циклов в некоторых случаях перемещение плат-
формы становилось больше, поэтому авторы де-
лают вывод о том, что сцепление между катком 
и поверхностью платформы при этом увеличи-
вается, т.е. система приспосабливается.

В работе [20] выполняется обобщение тео-
ремы контактной приспособляемости на случай 
взаимодействия многих тел: для упругих систем 
с кулоновским трением в условиях циклическо-
го нагружения, если скалярное произведение 

( ) Δ− ,~
 
отрицательно, что равно-

значно ( ) <⋅− ~ , то скорость <   . 
Поскольку функционал < , то условие от-
рицательности его скорости в данном случае яв-
ляется необходимым и достаточным условием 
контактной приспособляемости. Здесь , ~   
– касательные составляющие контактных уси-
лий на b поверхности контактных элементов 
при частичном скольжении и без него, Δ  
– скорость скольжения, r , r~  – распределен-
ные по всей контактной поверхности силы при 
частичном скольжении и без него, s  – переме-
щения. Авторами приводятся результаты чис-
ленного моделирования методом конечных эле-
ментов (рис. 5), подтверждающие и уточняющие 
условия достижения полной или частичной кон-
тактной приспособляемости при сухом трении 
упругих тел. Рассматривается приложение по-
лученных результатов к практическим задачам.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, теория контактной приспо-
собляемости позволяет определить границы в 
которых система в условии переменных нагру-

зок не испытывает скольжения в области кон-
такта. На основе данной теории [23]  определе-
ны границы контактной приспособляемости для 
реальных систем «шарошка бурового долота». 
Дальнейшее развитие теории с использованием 
численных методов расчета открывает перспек-
тивы совершенствования систем с номинально 
неподвижными соединениями.
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In the contact area of   conditionally fi xed joints under cyclic loads, partial slip zones arise. Mutual 
movement of contact surfaces is accompanied by fretting processes, which inevitably leads to wear and 
destruction of contact elements. The article presents the direction of tribology, in which the theory of 
contact adaptability develops - a phenomenon in which sliding in the contact area ceases or signifi cantly 
decreases after the fi rst few load cycles. The similarity of the behavior of such systems with elastoplastic 
bodies [1, 2] led various authors to suggest that they can be applied to the Melan theorem [3], that is, to 
assume the existence of a fi eld of residual stresses that prevents further sliding.
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