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Для контроля стабильности функциониро-
вания агрегатов авиационной техники по ре-
зультатам мониторинга группы показателей 
могут быть использованы методы статистиче-
ского контроля процессов. При наличии значи-
мых корреляций между показателями функци-
онирования применяют многомерные методы. 
Контроль среднего уровня процесса при этом 
проводится на основе алгоритма Хотеллинга, 
контроль многомерного рассеяния – с помощью 
алгоритма обобщенной дисперсии [1-4]. Под 
обобщенной дисперсией понимают определи-
тель ковариационной матрицы процесса [5-6]. 

В качестве примера на рис. 1 показаны со-
ответствующие контрольные карты, используе-
мые для оценки работоспособности агрегата по 
критерию стабильности вибраций, построен-
ные в системе Statistica [7-8]. Контролировались 
три коррелированных показателя вибраций; из-
мерения проводились с использованием мгно-
венных выборок по 5 наблюдений. Показаны 
результаты мониторинга по 20 выборкам. Про-

цесс стабилен, поскольку ни на одной из карт 
нет выходов за контрольные границы (на обеих 
картах – только верхние границы, для карты Хо-
теллинга соответствующее значение составляет 
16,75; для карты обобщенной дисперсии – 2624).

В общем случае предположим, что в про-
цессе контролируется множество р показателей 
функционирования агрегата Х1, Х2, …, Хр. Через 
определенные (как правило, равные) промежут-
ки времени берутся выборки из n наблюдений 
(n – объем мгновенной выборки, n = 2…10). 

С целью оценки параметров контроля все-
го берется m выборок. По общей (обучающей) 
выборке nm наблюдений оценивается вектор 

средних  и ковариационная 
матрица . 

Для t-й выборки вектор средних
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тогда оценка компонент общего вектора средних:

  j =  , j = 1... p,                (1)

(xijt – результат i-го наблюдения в t-й выборке  по 
j-му параметру; ni ...1 ; mt ...1 ); 

 УДК 681.518.5

ВЫБОР ПАРАМЕТРОВ АЛГОРИТМА ОБОБЩЕННОЙ ДИСПЕРСИИ 
ПРИ МНОГОМЕРНОМ СТАТИСТИЧЕСКОМ КОНТРОЛЕ РАССЕЯНИЯ ПРОЦЕССА

© 2020 А.В. Алексеева, В.Н. Клячкин 

Ульяновский государственный технический университет, г. Ульяновск, Россия

Статья поступила в редакцию 10.12.2020

Для контроля стабильности функционирования агрегатов авиационной техники по результатам 
мониторинга группы показателей могут быть использованы методы статистического контроля 
процессов. При наличии значимых корреляций между показателями функционирования приме-
няют многомерные методы. Контроль среднего уровня процесса при этом проводится на основе 
алгоритма Хотеллинга, контроль многомерного рассеяния – с помощью алгоритма обобщенной 
дисперсии. Если по условиям проведения процесса необходимо обеспечить наискорейшее об-
наружение нарушения, то решается оптимизационная задача поиска таких значений объема 
выборки, частоты взятия выборок и положения контрольных границ, которые минимизируют 
среднее время нестабильного состояния процесса. Исходными данными являются количество 
контролируемых показателей процесса,  целевое значение обобщенной дисперсии (оценивается 
по опытным данным), характеристика допустимого увеличения рассеяния, интенсивность нару-
шений процесса (параметр распределения Пуассона); время поиска нарушения после его обнару-
жения и время на расчет элемента выборки.
Ключевые слова: многомерный статистический контроль процесса, обобщенная дисперсия, время 
нестабильного состояния процесса 
DOI: 10.37313/1990-5378-2021-23-1-79-83

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 
и Правительства Ульяновской области, проект 18-48-730001



80

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 23, № 1, 2021

оценки элементов ковариационной матрицы S:

sjkt = 
,

pj ...1 ,  ,    (2)
по которым строится ковариационная матри-
ца St для t-й мгновенной выборки размерности 
р*р; ее определитель (обобщенная дисперсия 
t-й мгновенной выборки) откладывается на кар-
те. Также вычисляется оценка средней ковариа-
ции по j-му показателю  

=

=
m

t
jktjk s

m
s ,                         (3)

                
по этим значениям строится ковариационная 
матрица размерности р*р и ее определитель |S|, 
который является оценкой целевой обобщен-
ной дисперсии |0|. 

По существу, алгоритм обобщенной диспер-
сии сводится к проверке нулевой гипотезы Н0 о 
том, что ковариационная матрица процесса со-
ответствует заданному целевому значению: Н0: 
|| = |0|.

Контрольные границы карты обобщенной 
дисперсии в предположении приближенной 
нормальности распределения [4] – это границы 
доверительного интервала для математическо-
го ожидания обобщенной дисперсии:

m|s| ± u1-/2|s|,                              (4)
где u1-/2 – квантиль нормального распределения 
порядка 1 – /2 ( – уровень значимости), мате-
матическое ожидание обобщенной дисперсии

m|s| = b1|0|;                             (5)
стандартное отклонение

s|s| = 2b |0|;                          (6)
коэффициенты
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тогда контрольные границы






LCL
UCL

|0|(b1 ± u1-/2 2b ).             (9)

При отрицательном результате расчета по 
формуле (9) для нижней контрольной границы 
принимается LCL = 0.

Карта обобщенной дисперсии не всегда 
достаточно эффективна для обнаружения на-
рушения процесса. Возможны различные мо-
дификации алгоритма с целью повышения его 
чувствительности. Один из способов – использо-
вание алгоритма экспоненциально взвешенных 
скользящих средних для обобщенной диспер-
сии: исследования показывают, что во многих 
случаях такой подход эффективнее обычной 
карты обобщенной дисперсии. 

Другой вариант – применение предупреж-
дающей границы на карте обобщенной диспер-
сии: в этом случае процесс считается нарушен-
ным не только, если точка на карте выйдет за 
контрольную границу, но и в том случае, когда 

Рис. 1. Многомерные контрольные карты
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несколько точек подряд попали между пред-
упреждающей и контрольной границами. 

Возможен и поиск структур специального 
вида на карте обобщенной дисперсии (вероят-
ность появления таких структур на карте при 
нормальном ходе процесса мала – соизмерима 
с вероятностью ложной тревоги); например, 
приближение определенного количества точек 
к контрольной границе свидетельствует о на-
рушении процесса, наличие нескольких точек 
подряд на убывание или возрастание показыва-
ет наличие тренда процесса, и т.п. [7]. 

Поскольку обобщенная дисперсия не мо-
жет полностью характеризовать многомерное 
рассеяние (при существенно различных кова-
риационных матрицах их определители могут 
оказаться одинаковыми), иногда целесообразно 
и одновременное использование карт для одно-
мерного рассеяния по всем контролируемым 
показателям.

Эффективность метода контроля опреде-
ляется как скоростью обнаружения нарушений 
процесса, так и затратами на контроль. Для по-
вышения эффективности контроля можно по-
добрать соответствующий объем мгновенной 
выборки, интервал между выборками и положе-
ние контрольных границ. 

При больших затратах на взятие выборки 
берется минимальный ее объем. Если же тех-
нологический процесс допускает проведение 
большого количество измерений, то объем вы-
борки может быть увеличен, при этом повыша-
ется точность оценки настройки процесса.

Интервал между взятием выборок также за-
висит от возможностей производства и стоимо-
сти отбора выборки, но он должен быть гораздо 
меньше, чем интервал между нарушениями. Та-
ким образом, у более стабильного процесса ин-
тервал между выборками можно увеличить.

Эффективность контроля также зависит от 
положения контрольных границ. Если дове-
рительный интервал установить слишком уз-
ким, то увеличится количество ложных тревог 
с необоснованной остановкой для диагностики 
процесса, что увеличивает стоимость контроля. 
Если интервал слишком широк, увеличивается 
вероятность необоснованного пропуска нару-
шений процесса, что может привести к выпуску 
дефектной продукции и увеличению стоимости 

на исправление брака (или к пропуску нерабо-
тоспособного состояния объекта).

В рассмотренном испытании (рис. 1) при-
няты значения интервала между выборками h = 
30 секунд, объем мгновенной выборки  n = 5, в 
соответствии с формулами (1)-(9) верхняя кон-
трольная граница UCL = 2624, нижняя –  LCL = 0 
(уровень значимости в соответствии с правилом 
три сигма принят равным = 0,0027; при этом 
квантиль u1-/2 = 3).

Для расчета оптимальных параметров карт 
Шухарта А.Дункан предложил весь производ-
ственный цикл (рис. 2) разделить на четыре ин-
тервала [9]:

а) интервал, в течении которого процесс ста-
билен;

б) интервал, в котором нарушение процесса 
произошло, но еще не обнаружено;

в) интервал времени на отбор выборки и об-
наружение нарушения;

г) время, необходимое на устранение нару-
шения.

Этот же подход может быть использован и 
при оптимизации параметров алгоритма обоб-
щенной дисперсии. Предполагается, что время 
возникновения нарушений подчиняется закону 
распределения Пуассона с параметром . Про-
гнозируемое время появления нарушения меж-
ду выборками согласно Дункану определяется 
по формуле: 

 
,                   (10)

где h  интервал между выборками.
Интервал времени, в течение которого про-

цесс стабилен, определяется как математиче-
ское ожидание 1/. Интервал времени от момен-
та нарушения до устранения этого нарушения 
равно h/(1 – ) – , где  – вероятность ошибки 
второго рода (процесс стабилен, но карта пока-
зывает его нарушение). Время на расчет элемен-
та выборки предполагается константой g, тогда 
интервал времени на отбор выборки и обнару-
жение нарушения  равен ng. Время поиска на-
рушения после его обнаружения также является 
константой D [10].

Таким образом, средняя продолжительность 
цикла регулировки, согласно Дункану, может 
быть представлена в виде

Рис. 2. Цикл обнаружения и устранения нарушения процесса
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M T h ng D.
Тогда средняя длительность нестабильного 

состояния процесса

M T h ng D. 
        

(11)

Если по условиям проведения процесса необ-
ходимо обеспечить наискорейшее обнаружение 
нарушения (нарушение состоит в увеличении 
обобщенной дисперсии в d раз,), то решается 
оптимизационная задача поиска таких значе-
ний объема выборки n, частоты взятия выборок 
h и положения контрольных границ UCLи LCL, 
которые минимизируют значение функции (11).

Исходные данные: р – количество контроли-
руемых показателей процесса, |0| - целевое зна-
чение обобщенной дисперсии (оценивается по 
опытным данным), d – характеристика увеличе-
ния рассеяния: фактическое значение обобщен-
ной дисперсии в d раз превышает целевое:    || = 
d|0|, 0 – максимально допустимая вероятность 
ошибки первого рода (процесс стабилен, но кар-
та показывает нарушение), 0 – максимально 
допустимая вероятность ошибки второго рода 
(процесс нестабилен, но карта не показывает 
нарушение: риск незамеченной разладки),  - 
параметр распределения Пуассона – интенсив-
ность нарушений процесса; D – время поиска 
нарушения после его обнаружения, g – время на 
расчет элемента выборки.

Требуется найти значения: n – объем мгно-
венной выборки, h – промежуток времени меж-
ду выборками, h > ng; положение контрольных 
границ UCL и LCL, a и   – вероятности ошибок 
1-го и 2-го рода (характеризующие положение 
контрольных границ;  ≤ 0,  ≤  0), минимизи-
рующие среднее время поиска и устранения на-
рушения процесса.

Вероятность ошибки второго рода, или риск 
незамеченной разладки (обобщенная диспер-
сия увеличилась в d раз, при этом точки на карте 
оказались внутри контрольных границ, т.е. кар-
та не обнаружила увеличение рассеяния) опре-
делится по формуле

,

здесь

UCL,LCL = b  u b

m b b d

b b d

тогда

            
(12)

При этом могут быть дополнительно заданы 
ограничения nmin   n   nmax и hmin   h   hmax, где 
минимальные и максимальные значения объе-
ма выборки и интервала между выборками при 
необходимости оцениваются специалистом по 
конкретному процессу.

Предполагая, например, опасным увеличе-
ние обобщенной дисперсии в 1,75 раз   (d = 1,75), 
интервал между выборками  h = 1, интенсив-
ность нарушений = 0,1, а значения g = 0,12 и D 
= 0,08, найдем среднее время поиска и устране-
ния нарушения процесса M(T0) = 4,48. Варьируя 
параметры n, h, UCL, можно минимизировать 
эту величину. Эта задача решается методами 
оптимизации.
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SELECTION OF THE PARAMETERS OF THE GENERALIZED DISPERSION ALGORITHM 
FOR MULTIVARIATE STATISTICAL CONTROL OF THE PROCESS SCATTERING 
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To control the stability of the functioning of aviation equipment units based on the results of monitoring 
a group of indicators, methods of statistical processes control can be used. In the presence of signifi cant 
correlations between performance indicators, multivariate methods are used. In this case, the control 
of the average level of the process is carried out on the basis of the Hotelling algorithm, the control 
of multivariate scattering is carried out using the generalized variance algorithm. If, according to 
the conditions of the process, it is necessary to ensure the fastest detection of a violation, then the 
optimization problem of fi nding such values   of the sample size, sampling frequency and position of the 
control boundaries is solved that minimizes the average time of the unstable state of the process. The 
initial data are the number of process indicators monitored, the target value of the generalized variance 
(estimated from experimental data), the characteristic of the permissible increase in scattering, the 
intensity of process disturbances (parameter of the Poisson distribution); time to search for a violation 
after its detection and time to calculate the sample element. 
Keywords: multivariate statistical process control, generalized variance, time of unstable process state.
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