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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время работы, в которых бы рас-
сматривались вопросы матрично-топологическо-
го описания и численного анализа на ЭВМ процес-
сов многофазного синхронного генератора (СГ) 
с однополупериодным выпрямителем в фазных 
координатах, практически отсутствуют [1].

В данной статье ставится и решается зада-
ча разработки универсальной имитационной 
модели шестифазного магнитоэлектрического 
генератора (МЭГ) с однополупериодным вы-
прямителем на базе методики математического 
моделирования, учитывающей рациональную 
форму представления уравнений вентильного 
генератора (ВГ) и оптимальную, с точки зрения 
затрат машинного времени, организацию вы-
числительных процедур.

В основу математического описания вен-
тильного МЭГ положен метод представления 
уравнений модели в однородном координат-
ном базисе переменных, позволяющий описать 
электромагнитные процессы ВГ системой диф-
ференциальных уравнений (ДУ) минимального 

(по числу независимых контуров цепи - хорд 
дерева направленного графа) порядка. Пред-
почтение данному методу отдается вследствие 
того, что силовая структура исследуемого ВГ не 
содержит емкостных элементов.

1. ДОПУЩЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Электрическая схема замещения вентиль-
ного МЭГ и нагрузки - последовательно вклю-
ченными индуктивностью фильтра и актив-
ным сопротивлением - показана на рис 1. Там 
же указан принятый порядок чередования фаз 
обмотки МЭГ, согласно которому симметричная 
статорная обмотка шестифазного генератора 
рассматривается как две трехфазные «обмотки» 
с угловым сдвигом в 60 эл. град. Такая разметка 
фаз удобна с точки зрения упорядоченного фор-
мирования блочной матрицы индуктивностей и 
взаимных индуктивностей статорных и ротор-
ных контуров МЭГ [2].

На рис. 1 параметры, характеризующие маг-
нитосвязанные контуры МЭГ, входят в обобщен-
ный вектор э.д.с. е. Вентили представляются в 
общем случае нелинейными полными сопро-
тивлениями Z1, …, Z6. Конкретный вид ветвей с 
вентилями задается исходя из выбранной при 
исследованиях модели полупроводниковых 
элементов. На начальном этапе составления 
математического описания ВГ модель вентиля 
не конкретизируется. Исходные расчетные дан-
ные, параметры МЭГ и вентильного звена при-
ведены в табл. 1.
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Для упрощения анализа электромагнитных 
процессов ВГ сделаны общепринятые допущения:

- постоянный магнит (ПМ) представляется 
безынерционным одновитковым контуром с 
включенным в него источником тока;

- не учитываются демпфирующие свойства 
ПМ и биметаллической обоймы ротора коллек-
торного типа;

- магнитная система считается ненасыщенной.
Первое допущение обосновано в [3] и факти-

чески означает, что возбуждение ВГ осуществля-
ется от стабилизированного источника м. д. с.

Второе допущение является общепринятым 
[4], так как демпфирующие свойства магнитной 
системы СГ проявляются слабо и не оказывает 
существенного влияния на электромагнитные 
процессы. Длительность переходных процессов 
в исследуемом ВГ невелика, так как система воз-
буждения МЭГ малоинерционна, а индуктивные 
сопротивления обмоток, характеризующие ре-
акцию якоря генератора, на 2-3 порядка меньше 
соответствующих параметров СГ с электромаг-
нитным возбуждением.

Третье допущение связано со специфиче-
ским проявлением продольной реакции якоря, 
вызванным наличием контура ПМ [3].

Выделим основные принципы рациональ-
ной методики, положенные в основу разработки 
математических моделей (ММ) ВГ:

- используемся метод моделирования с по-
стоянной структурой уравнений цепи, т.е. изме-
няются не уравнения модели, а параметры не-
линейных элементов-вентилей;

- возможен выбор любой известной модели 
вентилей;

- применяется характерный для метода диа-
коптики [5] прием упорядоченного разбиения 
системы на две части; нелинейную часть, ха-
рактеризующую вентильное звено, и линейную 
часть, определяющую подсистемы и элементы 
одного функционального назначения и с одина-
ковым составом параметров;

- применяется матрично-топологический 
подход к формированию уравнений состояния, 
записанных в однородном координатном бази-
се, т.е. независимые переменные (переменные 
состояния) - токи ветвей с индуктивными эле-
ментами [6-7];

- рекомендуется формировать основные 
блоки модели ВГ с учетом необходимости 
реализации системных методов численно-
го интегрирования жестких систем уравне-
ний [8], учитывая специфику параметров ВГ 
(табл. 1): повышенная частота переменно-
го тока, малые значения индуктивностей, 
практически скачкообразные изменения 
проводимостей вентилей во время комму-
таций.
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Таблица 1
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2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ВЕНТИЛЬНОГО ГЕНЕРАТОРА

Формирование математической модели ВГ 
в виде нелинейных дифференциальных уравне-
ний состояния минимального порядка включа-
ет два этапа:

- составление универсального матричного 
уравнения по методу контурных токов, отража-
ющего в общем виде топологию цепи в одно-
родном координатном базисе;

- получение матричного дифференциального 
уравнения состояния в нормальной форме, учи-
тывающего уравнения математических моделей 
генератора и нелинейного вентильного звена.

Порядок составления матричного уравне-
ния цепи (рис. 1) сводится к следующему:

1. Строится направленный связный граф 
(рис. 2), вид которого определяется структурой 

исходной схемы замещения ВГ (рис. 1). Положи-
тельные направления ребер графа соответству-
ют условным положительным направлениям то-
ков ветвей схемы.

2. Выбирается дерево графа (рис. 3), при-
чем так, чтобы мак симально возможное число 
вентилей относилось к хордам (связям) дерева. 
Дерево на рис. 3 имеет 6 пронумерованных в по-
рядке возрастания хорд (ветвей с вентилями) и 
одно ребро (ветвь нагрузки). Как известно число 
хорд определяет число независимых контуров 
и, следовательно, минимальное число уравне-
ний для контурных токов:

m=p-(q-1),
где р = 7 – число ветвей цепи (ребер графа);

q = 2 – число узлов цепи (вершин графа).
В рассматриваемом примере число фаз МЭГ 

и число независимых уравнений состояния со-
впадают.

 
Рис. 1. Схема замещения вентильного МЭГ и разметки его фаз

 
. 2.    

 
. 3.   

 
Рис. 4. Контурная матрица В и матрица соединений А
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3. Формируются матрица сечений А и кон-
турная матрица В (рис.4), входящие в матрично-то-
пологические уравнения, составленные по законам 
Кирхгофа:
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=
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T  

Здесь I, U, e – векторы токов, напряжений, э.д.с. 
ветвей соответственно, размерностью р   1;

IК - вектор токов контуров (хорд) размерно-
стью m   1;

Z - диагональная матрица сопротивлений 
ветвей размерностью р   р.

При составлении матрицы В направление 
обхода контуров и их нумерация соответствуют 
направлениям и нумерации хорд дерева графа. 
При составлении матрицы А с положительным 
знаком берутся токи, направленные к узлам. 

Такой порядок составления матриц А и В 
(рис. 4) позволяет всегда представлять их в виде 
блочных, т.е.

[ ] [ ]EKAKEB T−==            (5)

где Е – единичная матрица соответствующей 
размерности;

К – фундаментальная матрица контуров 
(ФМК) размерностью m (р–m).

Для рассматриваемого МЭГ с однополупе-
риодным выпрямителем все ветви, содержащие 
вентили, входят в хорды дерева графа. Кроме 
того, нет необходимости раздельного представ-
ления структур МЭГ и вентильного звена, т.к. 
ветви данных структур соединены последова-
тельно, а фазные токи генератора одновремен-
но являются и токами вентилей. Это обстоятель-
ство отражено в структуре ФМК, строки которой 
относятся к обобщенным ветвям (хордам) вен-
тильного звена – VX и генератора – ГX (рис. 4). 
Очевидно, что разделение схемы на нелиней-
ную и линейные части происходит по принад-
лежащему дереву графа ребру (ветви) нагрузки 
– НР (сечение I - I на рис. 1). Это обстоятельство 
подчеркивается также блочными матрицами А 
и В в (5).

При формировании вектора э.д.с. ветвей па-
дение напряжения на индуктивности фильтра 
LH (рис. 1) заменяем э.д.с.

  .,,...,, 621
T

Heeeee                     (6)

4. Составляется матрично-топологическое 
уравнение цепи (рис. 1) по методу контурных то-
ков с использованием уравнений (1-4). При этом 
все матрицы и векторы необходимо представить 

в виде блочных, разделив их элементы по при-
надлежности к хордам (х) и ребрам (р) дерева 
графа (рис. 3). Такое разбиение позволяет в даль-
нейшем получить матричное дифференциальное 
уравнение в нормальной форме, т.е. разрешен-
ное в явном виде относительно вектора произво-
дных переменных состояния (токов хорд).

Выполнив такое разбиение получим следую-
щие выражения:
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Из уравнений (1), (2) с учетом (5) и (7) имеем:

[ ] pX
T

p

XT EiiK
i
i

EKAI +−=⋅−=

откуда                                         
.X

T
p iKi                                   (8)

Аналогично 

[ ] =+=⋅= pX
p

X KuEu
u
u

KEBU

откуда                 

ppX KeKuu =−=
                         

(9)

Уравнения (8), (9) характеризуют связь токов 
ребер и хорд, а также напряжений ребер и хорд 
посредством ФМК. Это обстоятельство позволя-
ет выражать зависимые переменные через не-
зависимые. Подставив в уравнение (2) напряже-
ние обобщенной ветви (4), получим с учетом (3):

Be=BZBTIK.
В блочном представлении, учитывая, что 

IK=iX, а ep=eH  и Zp=RH имеем:
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Отсюда после преобразований окончательно по-
лучим матрично-топологическое уравнение цепи 
(рис. 1):

( ) X
T

HXHX iKKRZKee ⋅+=+
        

(10)

Полученное уравнение является основой 
для составления на втором этапе дифферен-
циальных уравнений модели ВГ, учитывающих 
параметры генератора (вектор eX) и параметры 
нелинейных вентилей - вектор

ZX=ZX(iX)=diag{Ra1+Z1(i1), …, Rc2+Z6(i6)}.     (11)
Представим вектор eX в виде:

( )[ ] MX
X

X eitL
dt
d

dt
de +⋅−=Ψ−=

      
(12)

где L(t) – матрица индуктивностей и взаимных 
индуктивностей обмоток фаз МЭГ размерности 
mm;

dt
de XΨ−=

 
- вектор гармонических э.д.с. 

(1)

(2)

(3)

(4)
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генератора, индуци руемых постоянными маг-
нитами, размерности m1.

Учитывая (6) и (8), а также то, что токи хорд 
являются од новременно и токами вентилей, т.е. 
iX=iV подставим (12) в (10).

В результате после преобразований получим 
матричное дифференциальное уравнение со-
стояния ВГ в канонической форме:

( )[ ] VT
H dt

diKKLtL =⋅+

( ) ( )
MV

T
HVX eiKKR

dt
tdLiZ +++−= (13)

Рассмотрим уравнение (13) при различных 
моделях вентилей.

Модель вентиля – «идеальный ключ»:
IV=0, если uV 0;                      (14)
uV=0, если iV 0.                       (15)

Такое представление вентилей приводит к 
необходимости анализа, аналогичного анализу 
так называемых нестандартных моделей цепей 
[9]. При этом условию (14) соответствует стан-
дартное значение проводимости вентилей в об-
ратном направлении st g*=0, т.е. что требует вве-
дения в левую часть уравнения (13) вектора UV. 
Аналогично условию (15) соответствует стандарт-
ное значение сопротивления вентиля в прямом 
направлении st R*=0, т.е. сопротивление вентиля в 
правой части уравнения (13) учитывать не нужно. 
Таким образом, уравнение состояния ВГ при мо-
дели вентиля – «идеальный ключ» имеет вид:

( )[ ] V
VT

H u
dt
diKKLtL =+⋅+

( )
MV

T
H eiKKR

dt
tdLR +⋅++−= ϕ

     

(16)

где
  21,..., ca RRdiagR

матрица активных сопротивлений фаз генерато-
ра. Следует заметить, что определение вектора UV  
в (16) требует разработки специальных подпро-
грамм, определяющих моменты коммутации.

R – модель вентиля: ZV = RV(iV)
В этом случае уравнение состояния ВГ имеет вид:

( )[ ] VT
H dt

diKKLtL =⋅+

( ) ( )
MV

T
HVV eiKKR

dt
tdLiRR +⋅+++−= ϕ

 

(17)

где

     6611 ),...,( VVVVVV iRiRdiagiR 
– сопротивление вентиля, которое в общем слу-
чае может определять ся по его реальной воль-
тамперной характеристике (в.а.х.).

R-L – модель вентиля [6]:
ZV(iV)=RV(iV)+LV(iV)×p,                  (18)

где
 dt

dp =  
 
– символ дифференцирования.

Такая модель вентиля целесообразна при 
разработке универсальной математической мо-
дели ВГ (с произвольной конфигурацией вен-
тильного звена). В этом случае обеспечивается 
безитерационный метод учета нелинейности 
в.а.х. вентилей, а также повышается устойчи-
вость решения жестких нелинейных дифферен-
циальных уравнений ВГ. В дальнейшем прини-
мается R-L модель вентилей. 

В уравнении (18)

( )
≤

=
tiR
tiR

iR
VV

VV
VV

                

(19)

( )
≤=

=
ti

QR
L

ti
iL

V
V

V

V

VV

ω        

(20)

Здесь Q – добротность ветвей с вентилями, 
которая определяется из следующего соотно-
шения:

QKQ Q


 ,                                       (21)

где 

mj
R
lQ
j

,1,0 




- добротность обмотки фаз статора генератора;
 - угловая частота;

mqmd LL
l

+
=  

 
– индуктивность, характери-

зующая индуктивные параметры обмотки статора [2];

jR – активное сопротивление j-ой фазы ВГ;
KQ – настроечный коэффициент, обеспечива-

ющий минимум невязки QKQ Q


  на эта-

пе отладки моделирующей программы. 
Он выбирается из условия соответствия гра-

ниц сопряжения «верхушек» синусоид выпрям-
ленного напряжения углам, равным при режиме 
холостого хода ВГ.

Здесь NП – число пульсаций за период;
          L = 1, 2, …

Для ВГ с параметрами, приведенными в 
табл. 1, KQ = 0,7 – 1.

В случае R-L - модели вентилей матричное 
уравнение состояния ВГ (13) приводится к виду:

>

>



72

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 24, № 1, 2022

( ) ( )[ ] VT
HVV dt

diKKLiLtL =⋅++

( ) ( )
MV

T
HVV eiKKR

dt
tdLiRR +⋅+++−= ϕ

    

(22)

С учетом (8) топологическое уравнение свя-
зи тока нагрузки с токами вентилей имеет вид:

iН = KTiV,                              (23)
а уравнение напряжения на нагрузке –

HH
VT

HH iR
dt
diKLu +=

             

(24)

Преобразуем матричное нелинейное урав-
нение (22) к нормальной системе кусочно-ли-
нейных уравнений, инвариантных на шаге 
интегрирования к выбранным переменным 
состояния - токам вентилей. Если время t отно-
сится к интервалу времени tИ между соседними
коммутациями вентилей (межкоммутационный 
интервал)

n
SS N
ttt

ω
π=−= +

 
т.е. tS<t<tS+1, то обозначив вектор тока вентилей 
на этом интервале 

*
Vi , получим:

( ) ( ) MKVVV
V etiBitiA
dt
di ⋅+⋅=

         

(25)

где 

( ) ( )[ ] ⋅++−= −T
HVVKV KKLiLLtiA

( ) ( ) +++⋅
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T
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tt
VV KKR

dt
tdLiRR

K

φ

( ) ( )[ ]−++= T
HVVKV KKLiLLtiB
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KKKMMK
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кусочно-постоянные на К-ом интервале инте-
грирования вектор э.д.с., индукцируемых по-
стоянными магнитами, и матрица индуктивно-
стей и взаимноиндуктивностей фаз МЭГ.

С целью обоснования выбора метода чис-
ленного интегрирования исследуем уравнение 
(25) на жесткость [7]. Число обусловленности 
матрицы А на К-ом интервале интегрирования 
определяется по формуле

  ,1 KKK AAAk

где 

( )( ) ==
= =

m

j

m

l
KjlKKVK attiAA

эвклидова норма матрицы KA ;
  KKVK ttiAA ,*11  

эвклидова норма матрицы 1
KA

Условие жесткости системы определяется на 
К-ом интервале коэффициентом жесткости [8]:

>>= tK
τ

где −= −
KAτ  интервал пограничного слоя [7].

Так как принимается значение τ  из условия

( )jj
ττ =

а норма матрицы KA  на К-ом коммутационном 
интервале работы ВГ вычисляется «q» раз, то в 
качестве интервала τ  при оценке коэффи-
циента целесообразно выбирать величину, об-
ратную максимальному значению полученной 
численным путем нормы, т.е.

K
KA

=τ

Математическое моделирование показыва-
ет, что числа обусловленности матрицы KA  из-
меняются в диапазоне 14-40 в любой межком-
мутационный интервал и в диапазоне 2×104 - 105 
в коммутационные интервалы. При этом КЖИ 
измеряется в пределах 8×102 – 104, т.е. система 
является жесткой.

В качестве метода численного интегрирова-
ния жесткой системы уравнений (25) выбран си-
стемный метод первого порядка Ю.В. Ракитско-
го [7]. На основе данного метода сформулирован 
алгоритм автоматического выбора начального 
шага интегрирования

,1 KK AH 
общего шага hk на k-ом основном интервале ин-
тегрирования и алгоритм определения момен-
тов коммутации вентилей.

Структурная схема алгоритма цифрового 
моделирования шестифазного МЭГ с однопо-
лупериодным выпрямителем и основные блоки 
моделирующей программы показаны на рис. 5, 
где обозначены:

RH , LH – параметры активно-индуктивной 
нагрузки;

R  – активное сопротивление фазы генератора;
KV , KF – количество вентилей в схеме и число 

фаз генератора;
Lad , Laq , Ls – индуктивные параметры МЭГ;
Ejm – амплитудное номинальное напряжение 

фазы генератора;
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[SK] – фундаментальная матрица контуров;
g0 = 57,295° – константа, определяющая  

число градусов в одном радиане;
id, ud – базисные ток и напряжение;
KQ, a – настроечные коэффициенты;
[i0] – вектор начальных значений токов вен-

тилей;
НК – параметр, характеризующий число ша-

гов печати на каждом коммутационном интер-
вале;

GGK1, GGK2 – задаваемые коммутационный 
и межкоммутационный шаги печати;

KG1, KG2, K – соответственно параметры 
счетчиков коммутационного шага, межкомму-
тационного шага и общего шага печати;

Т10 – вспомогательная переменная контро-
ля текущего времени;

PR = 1, при выводе результатов расчета на 
графопостроитель (ГП);

PR = 0, при выводе результатов расчета на 
АЦПУ;

NPT – число точек, выводимых на графики;
Ткон – конечное время счета;
IDP – шаг дискретности вывода результатов 

на АЦПУ.
Для уменьшения погрешности вычислений, 

а также с целью сопоставления характеристик 
ВГ с различными исходными мощностями и 
деленными значениями параметров, расчеты 
на ЭВМ целесообразно проводить после записи 
уравнений (25) в относительных единицах.

На основе предложенной структурной схемы 
(рис. 5) разработана моделирующая программа 
решения системы уравнений (25). Время чис-

Рис. 5. Алгоритм цифровой модели ветильного МЭГ
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ленного интегрирования за два периода изме-
нения э.д.с. составляет 36-51 с при исследова-
нии нормальных режимов работы ВГ, до 3 минут 
- для аварийных режимов. Настроечные коэф-
фициенты при этом равны:  = 0,0001, КQ = 1.

Шаг численных расчетов в каждый межком-
мутационный интервал постоянства режимов 
при  = 0,0001 автоматически изменяется в диа-
пазоне 2,5-2,6 электрич. градусов для нормаль-
ных режимов, уменьшаясь до величины порядка 
1,8 электрич. градусов при аварийных режимах. 
При исследовании аварийных режимов коэф-
фициент рекомендуется на 3-4 порядка уве-
личить. Затраты машинного времени при этом 
значительно сокращаются.

Рассмотрим применение разработанной мо-
дели ВГ с однополупериодным выпрямителем 
при анализе аварийных режимов.

Внешнее к.з., пробой вентилей и обрывы 
фаз являются типичными аварийными режи-
мами работы ВГ. С помощью математического 
моделирования установлено, что любой из этих 
режимов может стать причиной другого аварий-
ного режима. Так при больших нагрузках и об-
рыве фаз ВГ в схеме возникают большие удар-

ные токи, которые приводят к пробою наиболее 
нагруженных в данный момент времени венти-
лей. Пробой вентилей, в свою очередь, ведет к 
нарушению координационной устойчивости, то 
есть к отсутствию упорядоченного чередования 
коммутационных и межкоммутационных ин-
тервалов постоянства режимов.

Рассмотрим случай внешнего к.з. при малом 
значении сопротивления нагрузки.

На рис. 6 представлены зависимости мгно-
венных значений токов вентилей и тока нагруз-
ки от угла поворота ротора . Если при исследо-
вании нормальных режимов работы ВГ кривая 
мгновенных значений тока нагрузки являлась 
огибающей электромагнитных процессов то-
ков вентилей, и амплитудные значения тока 
нагрузки и токов вентилей практически со-
впадали, то при анализе режима внешнего к.з. 
( RRS =Δ ) амплитудные значения данных 
токов существенно отличаются. При этом по-
мимо роста пульсаций выпрямленного напря-
жения для SΔ =10 сильно возрастают пульса-
ции выпрямленного тока. Это происходит из-за 
того, что индуктивные параметры МЭГ и на-
грузки становятся соизмеримыми по величине.

Рис. 6. Токи вентилей, нагрузки и циклограмма работы выпрямителя в режиме, 
близком к короткому замыканию
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Рис. 7. Напряжение на нагрузке при обрыве фазы a1 генератора

 

Примеры переходных процессов в случае 
обрыва одной (а1) и двух (а1, b1) фаз ВГ при на-
бросе и сбросе нагрузки ( SΔ  = 0,5) приведены 
на рис. 7-8 соответственно. 

Работа схемы выпрямления ВГ при обрыве 
фаз а1 и b1 также поясняется графиками тока на-
грузки, токов вентилей и циклограммой прово-
димости вентилей на рис. 9.

Из рис. 9 видно, что при включении и отклю-
чении нагрузки SΔ  = 0,5 в процесс коммута-
ции вступают вентили неповрежденных фаз ВГ. 
Вентили 1 и 2, соответствующие цепям оборван-
ных фаз а1 и b1, на формирование выпрямлен-

ного тока и напряжения влияния не оказывают. 
Ток нагрузки, как и в случае анализа нормаль-
ных режимов работы ВГ, определяется как оги-
бающая переходных процессов токов вентилей 
(штриховая линия на рис. 9).

Ряд близких и смежных вопросов моделиро-
вания объектов такой физической природы рас-
смотрен в работах [10-17].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получено математическое описание 6-фаз-
ного МЭГ с однополупериодным выпрямителем 

Рис. 8. Напряжение на нагрузке при обрыве фаз a1 и b1 генератора
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и активно-индуктивной нагрузкой на выходе 
при различных моделях вентильного звена.

Показаны основные этапы реализации ра-
циональной методики численного анализа 
электромашинных вентильных систем.

Приведены результаты исследований на 
ЭВМ несимметричных аварийных режимов ра-
боты ВГ с помощью универсальной (в смысле 
отображения любого режима) математической 
модели.

Метод анализа и моделирующая программа 
легко обобщаются на случай m-фазного МЭГ и 
m-фазного однополупериодного выпрямителя.
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The article poses and solves the problem of developing a universal simulation model of a six-phase 
magnetoelectric generator (MEG) with a half-wave rectifi er based on the mathematical modeling 
technique, taking into account the rational form of representation of the valve generator (VG) equations 
and the optimal, in terms of machine time, organization computational procedures. The mathematical 
description of the gate MEG is based on the method of representing the model equations in a homogeneous 
coordinate basis of variables, which makes it possible to describe the electromagnetic processes of the SH 
by a system of differential equations (DE) of the minimum order (in terms of the number of independent 
circuit circuits - chords of a tree of a directed graph) order. This method is preferred due to the fact that the 
power structure of the investigated VG does not contain capacitive elements.
Keywords: numerical analysis, transients, valve magnetoelectric generator, six-phase zero rectifi cation 
circuit.
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