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ВВЕДЕНИЕ

Исследованию свойств управляемости и на-
блюдаемости линейных двухтемповых систем 
посвящено большое количество публикаций. В 
работах [1,2,3,4,5] исследована управляемость 
и наблюдаемость линейных двухтемповых си-
стем. Асимптотическая устойчивость, управ-
ляемость, сильная и слабая управляемость ли-
нейных многотемповых автономных систем 
изучена в работе [6]. Управляемость некоторых 
линейных автономных разнотемповых систем 
и множества достижимости изучены в работах 
[7,8]. Задачи –оптимального управления 
сингулярно возмущенной линейной системой 
изучены в [9]. В [10] построено асимптотическое 
приближение к решению задачи оптимально-
го быстродействия для линейной автономной 
сингулярно возмущенной системы. Проблема 
управляемости и стабилизируемости линей-
ных сингулярно возмущенных систем с запаз-
дыванием исследовалась в [11]. Условия полной 
управляемости линейных автономных систем 
с разными степенями малого параметра при 
производных исследована в работе [8]. Данная 
работа посвящена изучению свойств управляе-
мости и наблюдаемости двухтемповой линей-
ной системы.

Цель работы:. Понижение размерности задачи управ-
ляемости и наблюдаемости линейной двух-
темповой системы так, чтобы модель меньшей 
размерности с большой степенью точности от-
ражала все свойства исходной системы.. Получение достаточных условий, управ-
ляемости и наблюдаемости сингулярно возму-
щенных систем.

РАСЩЕПЛЯЮЩЕЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

Рассмотрим математическую модель линей-
ной двухтемповой системы:

       (1)

где  – переменные состояния, 

i=1,2,  – управляющие воздей-

ствия, y  – измеряемая координата, 

 
 – матричные функции соответ-

ствующих размерностей,  – малый положитель-
ный параметр ,  – медленная и 
быстрая переменные, соответственно,  точ-
ка обозначает дифференцирование по 

Будем предполагать [12], что матрицы 
 непрерывны и ограничены 

вместе с достаточным количеством производных 
по  и  при  и, следовательно, 
имеют место асимптотические разложения: 

 

 
 с гладки-

ми и ограниченными коэффициентами. 
Предположим, также, что собственные значе-
ния  матрицы  
удовлетворяют неравенству  
Расщепляющее преобразование имеет вид 

  где функции 
 выбираются из условия, 

что результирующая дифференциальная система 
имеет блочно–диагональный вид. Выражая пере-
менные  произведем последовательную заме-
ну переменных в исходной системе. В результате ко-
торой получим систему блочно–диагонального вида 
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                       (2)

где  

 

 Функции  

 могут быть найде-

ны в виде асимптотических разложений 

 
из матричных уравнений 

           (3)
Коэффициенты в асимптотических раз-

ложениях определяются следующим обра-

зом:
  

 

 

 

где  

УПРАВЛЯЕМОСТЬ И НАБЛЮДАЕМОСТЬ

Управляемость и наблюдаемость линейных 
неавтономных разнотемповых систем изучена 
в работе [13]. Исследование управляемости и на-
блюдаемости линейных автономных систем про-
изводится с использованием критерия Калмана. 

Пример 1. Рассмотрим модель управления 
центром тяжести крестокрылого снаряда в бо-
ковом движении, которая описывается линей-
ной автономной двухтемповой системой [14]:

 

 

 

                         (4)

коэффициенты  Произве-
дем последовательную замену переменной: 

 
 штрих означа-

ет транспонирование. Матричные функ-
ции  определяют-
ся из матричных уравнений вида (3)  

 
. В резуль-

тате такой замены, получим систему блочно–

диагонального вида:

 

 

– 

  
       (5)

 

 

 

 
Быстрая подсистема нулевого приближения 

системы (5) является управляемой и наблюдае-
мой. Медленная подсистема нулевого прибли-
жения системы (5) управляемая, так как ранг 
матрицы управляемости

  
Медленная подсистема нулевого приближения 
системы (5) наблюдаемая, так как ранг матрицы 
наблюдаемости полный, т.е. равен 5. Значит, си-
стема (5) является управляемой и наблюдаемой. 
Так как блочно–диагональная система получе-
на из системы (4) с помощью обратимой заме-
ны переменных, то данная система (4) является 
управляемой и наблюдаемой.

Пример 2. Рассмотрим модель системы не-
линейных осцилляторов [15]: 

 

                                
(6)

где коэффициенты  
 отличны от 

нуля, . Обозначим,  
Тогда система примет вид:

 

 

 
Линеаризуем систему вдоль   

Линейное приближение системы имеет вид: 

 

 

                                    
(7)
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Произведем последовательную замену пе-
ременных: 

 

 

 
В результате такой замены получаем систему 
блочно–диагонального вида: 

 

 

        (8)

 

Система (8) является управляемой, если 

 
и являет-

ся наблюдаемой, если
  

не равны нулю одновременно для 
 Так как система 

(8) получена из системы (7) с помощью обрати-
мой замены переменной, то система (7), которая 
является линейным приближением данной си-
стемы (6), является управляемой и наблюдаемой 
при выполнении этих условий. Следовательно, 
система (6) является управляемой и наблюдае-
мой по теореме об управляемости и наблюдае-
мости динамических систем по линейному при-
ближению.

Пример 3. В качестве простого примера 
управляемой и наблюдаемой системы, рассмо-
трим модель системы  кривошипно–шатун-
ных механизмов, которая описывается линей-
ной двухтемповой неавтономной системой [16]:

    

 где коэффициенты  

 отличны от нуля. Обозначим 

 Система примет вид: 

 

 Используя критерий 
управляемости и наблюдаемости, получаем, что 
система является управляемой и наблюдаемой 
на отрезке .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе проведено исследова-
ние моделей систем, описываемых сингулярно 
возмущенными системами дифференциальных 
уравнений и изучены свойства управляемости и 

наблюдаемости. Проведена декомпозиция мо-
делей управляемых и наблюдаемых линейных 
неавтономных двухтемповых систем. Изучены 
свойства управляемости и наблюдаемости ав-
тономной двухтемповой модели крестокрылого 
снаряда и модели системы маятникового типа.

Автор выражает глубокую признательность 
профессору В.А. Соболеву за полезные обсуждения 
и ценные советы.
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