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ВВЕДЕНИЕ

Исследованию свойств пассивных и диссипа-
тивных нелинейных систем посвящено большое 
количество публикаций. Это объясняется широ-
ким спектром приложений таких систем: гидро-
динамика, электроэнергетика, радиотехника, 
динамика полета и др. Общее понятие диссипа-
тивной системы введено в работах [1,2]. Поня-
тие диссипативности по Виллемсу означает, что 
решения системы удовлетворяют интегральной 
связи с некоторым функционалом (функцио-
налом расхода) от входа и выхода системы; им 
показано, что в этом случае на пространстве со-
стояний системы можно определить функцию, 
которая при определенных условиях будет играть 
роль функции Ляпунова системы. Таким обра-
зом, понятие диссипативной системы позволило 
рассматривать устойчивость системы по Ляпуно-
ву и устойчивость в смысле конечности нормы 
вход-выходных отображений [3]. В работах [4,5] 
развиты методы теории диссипативных систем. 
В обзоре [6] рассматриваются некоторые резуль-
таты, касающиеся анализа и синтеза управления 
нелинейными системами на основе понятий 
пассивности и диссипативности. Условия пассив-
ности в задаче стабилизации нелинейных систем 
с помощью обратной связи получены в работе [7]. 

Данная работа посвящена исследованию 
диссипативности линейных трехтемповых си-
стем относительно функции расхода. Цель рабо-
ты – найти функцию запаса линейной трехтем-
повой системы.

ДИССИПАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ

Рассмотрим модель линейной трехтемповой 
системы вида:

 

                          (1)

где

 
постоянные матрицы соответствующих раз-
мерностей,  – малые положитель-
ные параметры,  и функция расхода

  где  
– постоянные матрицы, причем  – симме-
трические, штрих означает транспонирование.

Определение 1. Вещественно-значимая 
функция  та-
кая, что для любого  любого началь-
ного состояния  и любого до-
пустимого управления  выполняется 

 на-
зывается функцией расхода системы (1).

Определение 2. Система (1) назы-
вается диссипативной относитель-
но функции расхода , если существу-
ет функция  
такая, что для любых  для лю-
бых допустимых управлений  и для 
любого  выполняется неравенство 

 
где   Функция  называется 
функцией запаса системы (1), а неравенство на-
зывается неравенством диссипации.

Пусть для системы (1) выполняются предпо-
ложения, аналогичные условиям  при-
веденные в работе [6]:

Для любого  и любого допустимо-
го  существует единственное решение си-
стемы (1). Это решение определено на  
и таково, что  – локально-интегрируемая с 
квадратом функция.

УДК 517.9 : 62-50

ДИССИПАТИВНОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ ТРЕХТЕМПОВЫХ СИСТЕМ

© 2022 М.М. Семенова

Поволжский государственный университет телекоммуникаций и информатики, г. Самара, Россия

Статья поступила в редакцию 15.04.2022

В статье излагается метод определения функции запаса. Исследуется диссипативность трехтем-
повых систем. Приведен пример, иллюстрирующий полученные результаты.
Ключевые слова: линейная трехтемповая система, функция запаса, диссипативная система отно-
сительно функции расхода.
DOI: 10.37313/1990-5378-2022-24-2-58-63



59

Информатика, вычислительная техника и управление

Система (1) глобально достижима из на-
чала координат. Это означает, что для любых 

 существуют  и такие, 
что 

Введем функцию доступного запаса 
 которая 

предполагается дифференцируемой по 
Функция расхода  удовлетворяет усло-

вию: для любого  найдется  такое, что 

Собственные значения 
матрицы  удовлетворяют неравенству 

 
Для построения функции запаса 

 запишем 
необходимые и достаточные условия диссипа-
тивности [8] системы (1) относительно функции 
расхода :

 

 

 

 

При получим систему 

  
Матрицу  будем искать в виде 

 

где

 

 

 Полагая, что матрица 
 квадратная невырожденная матрица, из второ-

го уравнения, получим  
пусть  и подставив в первое 
уравнение, получим уравнение Лурье 

  

 
Уравнение Лурье имеет единственное поло-

жительно определенное решение. Обозначим, 

 

 

 

 

 
Выполняя действия и приравнивая соответ-

ствующие элементы матриц, получим систему 6 
линейно независимых уравнений. Система ну-
левого приближения имеет вид:

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Последнее уравнение этой системы – урав-

нение Лурье, положительно определенное ре-
шение которого существует и единственно [9], 

 Подставим это решение в третье и 
пятое уравнения системы, которые примут вид:

 

 

 
где  Из 
пятого уравнения, получим  

 
Подставив  в четвертое уравнение, получим 
уравнение Лурье:

 где 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Это уравнение имеет единственное поло-
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жительно определенное решение  
Значит,  Под-
ставим найденные решения во второе и тре-
тье уравнения. Из третьего уравнения найдем 

 
Подставим во второе уравнение, полу-
чим  

 

 

 
Выразим из этого уравнения 

 и под-
ставим в первое уравнение, в ре-
зультате получим уравнение Лурье: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 – все сла-

гаемые, не содержащие  Это уравнение 
имеет единственное положительно определен-
ное решение  из которого получаем 

 
Приравнивая коэффициенты при пер-
вых степенях малых параметров  и  
получим систему линейных уравнений: 

 

 

 

 где  

 

– постоянные матрицы. Из двух послед-
них уравнений этой системы, получаем 

  Потребуем, чтобы 

матрицы  и  были положительно опре-
делены. Из девятого и десятого уравнения вы-
разим  

 

 

 Подста-
вим эти выражения в седьмое и восьмое уравне-
ния системы, получим:

 

 
 Эти линейные уравнения с невырожден-

ной матрицей имеют единственное решение 
  Потребуем, чтобы эти 

матрицы были положительно определены. Под-
ставим найденные решения в третье и четвер-
тое уравнения, получим линейные уравнения: 

 

 

 

Отсюда,
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 Под-
ставим найденные решения в первое и второе 
уравнения, получим два линейных уравнения 

 

Отсюда,

 
и т. д. Приравнивая коэффициенты при 

 получим следующую систему 
 линейных уравнений 

 

 

 

 
 Из по-

следних  уравнений находим  

 Выпол-
няя те же действия, что и для «первого» прибли-
жения, найдем все остальные неизвестные по-
следней системы, при этом требуем, чтобы все 
блоки, стоящие на главной диагонали матрицы 

 были положительно определены. Таким обра-
зом, элементы матрицы  могут быть найдены 
как асимптотические разложения по малым па-

раметрам  

 
Условием положительной определен-
ности матрицы  является положитель-
ная определенность ее главных блоков, 
так как определитель матрицы  равен 

 
т.е.  Погрешность такого 

вычисления  Функ-

ция  является функцией запаса 
системы (1).

Пример. 
А) Рассмотрим систе-

му, описываемую уравнениями 
 где 

коэффициенты  
отличны от нуля, . Обозна-
чим,  тогда система примет вид: 

 
Функция расхода для -ой подсистемы 

 Пусть для систе-
мы выполняются условия 1–5. Функцию запаса бу-

дем искать в виде  

 Запишем необходи-

мые и достаточные условия диссипативности 
-ой подсистемы относительно функции расхода 

 

 

 

 
где

 
Выполняя действия и умножая первое и вто-

рое уравнения на малый параметр  получим 
систему:

 

 

 

 
+  Приравнивая коэффициенты при не-
известных, получим систему уравнений

 

 

 

 Функции 

 представимы в виде асимптотиче-
ских разложений по степеням малого пара-
метра  

 подставляя их 
в систему уравнений получим 
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Пусть
 

 Тогда, 

 
Функция запаса для i-ой подсистемы имеет вид 

 
 Следователь-

но, i-ая подсистема диссипативна относительно 
функции расхода 

Б) Рассмотрим систему, описываемую 
уравнениями  

 Функция расхода имеет вид 
 Пусть си-

стема удовлетворяет условиям 1–5. 
Функцию запаса будем искать в виде 

 
Запи-

шем необходимые и достаточные условия дис-
сипативности данной cистемы относительно 
функции расхода  

 

 

 
Выполняя действия и умножая пер-
вое и второе уравнения на малый пара-

метр  получим систему:  

 

 

 

 

 
Приравнивая коэффициенты при 

неизвестных, получим систему уравнений

 

 

 
Функ-

ции  представимы в виде асимптоти-
ческих разложений по степеням малого па-

раметра  
 Подставляя асимптотиче-

ские разложения в систему уравнений и по-
лагая,  получаем  

 Функция запаса 

 Следо-
вательно, данная система диссипативна относи-
тельно функции расхода 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе проведено исследова-
ние моделей систем, описываемых сингулярно 
возмущенными системами дифференциальных 
уравнений и изучено свойство диссипативно-
сти разнотемповых систем относительно функ-
ции расхода. Найдена функция запаса линейной 
разнотемповой системы. Приведен пример, ил-
люстрирующий полученные результаты.

Автор выражает глубокую признательность 
профессору В.А. Соболеву за полезные обсуждения 
и ценные советы.
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