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ВВЕДЕНИЕ

Сеть операторов описывается заданным гра-
фом. На каждом ребре задано направление и 
система управляемых дифференциальных урав-
нений. Если вершины графа не фиксированы, 
т.е. могут менять свои координаты, то такую сеть 
операторов будем называть плавающей. Методы 
последовательных улучшений можно подразде-
лить на алгоритмы слабого и сильного улучше-
ния. В алгоритмах слабого улучшения ограничи-
вается приращение по управлению, например, 
в градиентном методе, а в алгоритмах сильного 
улучшения ограничивается приращение фазо-
вой переменной, но не управления.

Математические модели, описываемые  се-
тью операторов, достаточно часто встречаются 
на практике, особенно в технологических про-
цессах, например, химико-технологических 
производствах, когда процесс создания ко-
нечного продукта состоит не в последователь-
ной   технологической цепочке,  а описывается 
параллельными процессами, составляющих 
сеть операторов и в результате получается не 
монопродукт, а несколько конечных продук-
тов. Плавающие сети операторов на практике 
встречаются реже, например, распространение 
загрязнения воды вдоль русла рек в бассейне 
какой-либо реки – обычная  сеть операторов, 
а бассейн реки Амур – плавающая сеть опера-
торов, поскольку река Амур меняет свое русло. 
Возможно, плавающая сеть операторов создает 

новые возможности для развития новых техно-
логических процессов. Все эти системы управ-
ляемы и актуальными являются задачи опти-
мального управления. Исследованием таких 
задач занимаются уже более пятидесяти лет и 
до настоящего времени они не утратили свою 
актуальность. Перечислим некоторые из них: 
[1,4-8, 10,11]. 

Статья построена следующим образом: сна-
чала излагаются методы первого порядка гра-
диентного типа, далее выводятся методы сла-
бого улучшения второго порядка. Специально 
исследуются случаи, когда исходное прибли-
жение удовлетворяет  необходимым условиям 
оптимальности, но не доставляет функционалу 
слабый локальный минимум. Используя необ-
ходимые и достаточные условия оптимальности 
слабого локального минимума, строится специ-
альный алгоритм улучшения. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть заданы ориентированный граф (рис. 1) 

с вершинами .,0i hN   Обозначим: iA  - мно-
жество индексов точек j таких, что в заданном 
графе существуют ребра ij, j < i,  iB  – множество 
индексов точек j таких, что в заданном графе 
существуют ребра ij, j > i, ),( i

2
i
1   – координаты 

на плоскости, i – вершины графа. Координаты 
),( i

2
i
1   – не являются фиксированными, а мо-

гут меняться. Поэтому данный объект будем на-
зывать  плавающей сетью операторов. 

Пусть первые k вершин графа явля-
ются входными, а последние h верши 

– выходными, т.е. koi ,,Ai   и 

hNNi  ,1,Bi .

На каждом ребре состояние процесса описы-
вается свой математической моделью в форме 
обыкновенных дифференциальных уравнений.
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( ) ( )( )ij
ij

ij
ij

ijij tutxtf
dt

=               (1)

где ijiijij BjNiTt ∈==∈ ττ концы 
отрезков ji  ,  – не фиксированы. Далее индек-
сы i, j у t будем опускать. 

Начальные условия на каждом  ребре опре-
деляется следующих отношений:

xij=  ij(i ),   i= .
xij( )= ij(i, ( ),… ( ), l1,…, lp  Ai ,  i= .(2)

Функции xij(t) – кусочно дифференцируемы 
и принимают значения в евклидовом простран-
стве Rn(ij); uij  Vij 

 Rm(ij) – кусочно непрерывны;  ij 
– заданные функции.

Обозначим xi={xij(t): j  Bj, i=0,N} , ui={uij|t); jBi, 
i=0,N}, x=(x0(t),x1(t)…,xN(t))’, u=(u0(t), u1(t),…, uN(t)).

Множество троек (x,u,T), удовлетворяющих 
перечисленным условиям, а также дифферен-
циальным связям(1) и начальным условиям (2), 
будем называть множеством допустимых и обо-
значать D, предполагается, что D≠Ø.

Определим функционал I(x,u,T)=F(xSN+1,N+1(N+1),…, 
xSN+h,N+h(N+h)), который требуется минимизиро-
вать. Здесь SiAi.

Пусть ij(t, xij) – непрерывно дифференцируе-
мая по своим аргументам, t[ti,tj], i=0,N , jBi.

Обозначим x0
ij=xij(ti), x1

ij=xij и введем следую-
щие конструкции:

Rij(t,xij,uij)= x
ij’xij(t,xij) fij(t,xij,uij)+ t

ij(t,xij);
Gij(x0

ij,x1
ij)=ij(tj ,x1

ij)-ij(ti,x0
ij),

где «‘» – означается транспонирование.
Обозначим Г(x0,x1,T)=F(x1

SN+1,N+1,x1
SN+h,N+h)+

 и введём функционал 
Лагранжа L, который совпадает с функционалом 
I на множестве D

L=Г(x0,x1,T) - 

Пусть μij(t)=sup R(t,xij,uij),
         xij, uijUij

m=inf [F(
Тогда имеет место аналог теоремы Кротова 

для стандартных задач оптимального уравнения.

Теорема 1. Пусть имеется последователь-
ность {xs,us,Ts} y  D и функции ij(t,xij) такие, что 
выполнены условия 1-2:

;

 .

Тогда последовательность {(xs,us,Ts)} – мини-
мизирующая и всякая минимизирующая последо-
вательность удовлетворяет условиям 1-2.

Доказательство теоремы аналогично дока-
зательству теоремы Кротова для обыкновенных 
задач оптимального уравнения [11].

ПРОСТЕЙШИЙ ВАРИАНТ

Рассмотрим граф у которого три вершины 
с координатами (0

1, 0
2),(1

1,1
2), (2

1,2
2) (Рис. 2), 

отрезки времени между вершинами [0,1] и 
[1,2]. Предположим, что точки (0

1, 0
2) и (2

1, 2
2) 

фиксированы, а точка (1
1, 1

2) не фиксирована, 
соответственно фиксированы 0 , 2 и не фикси-
рован момент времени 1. На этом простейшем 
варианте продемонстрируем вывод алгоритмов, 
исследуем свойства релаксационности и проил-
люстрируем работу алгоритмов на примерах. 

Вектор  направлен в сторону 

точки (1
1, 1

2), вектор  направ-
лен в сторону точки (1

1, 1
2). Найдем сумму этих 

векторов и определим координаты ( 1, 2).

ξ 
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t

t

1

2

(ξ ,ξ 2)2

(ξ ,ξ 2)1
1 1

(ξ ,ξ 2)1
0 0

(ξ ,ξ 2)1
2 2

Рис. 2. Ориентированный граф. 
Простейший вариант 

Координаты точки ( 1, 2) рассчитываются 
по следующим формулам:

1 = l1cos+ l2cos,   2 = l1sin+ l2sin,                                  
(3)

Cos= ,  = + , =180°- .

ФОРМУЛА ПРИРАЩЕНИЯ ФУНКЦИОНАЛА

Пусть на отрезках времени [0,1] и [1,2] заданы 
системы дифференциальных уравнений и функци-
онал, который требуется минимизировать:

Рис. 1. Ориентированный граф

1 2

+1

N

N+1 N+h

ξ 1

ξ 2

(ξ N
1,ξ N

2)
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   (4)

    
(5)

u(t) , (t)  , (t)  ,   (t)  , 
моменты времени 0 , 2 – фиксированы, 1 – не 
фиксирован,

I=(1,x,u,y,v)=F(y(2)).
Введём функции
G0(1,x)=0(1,x)-0(0,x);
R0(t,x,u)=x

0’(t,x)f(t,x,u)+t(t,x);
G1(1,y,x)=1(2,y)-1(1, (x(1)))+F(y);
R1(t,y,v)=y

1 ‘(t,y)g(t,y,v)+t
1(t1,y).

Составим функционал Лагранжа:
=

.

Пусть задано начальное приближение

 .
Функции 0(t,x) и 1(t,y) будем задавать так, 

чтобы были выполнен9ы следующие условия:
, тогда

 

Находим:

 .
Зададим функции φ0 и 1 линейными по со-

стоянию 

где 0(), 1() – n1 и n2-мерные вектор-функции. 

Найдем производные функции 0  и  1 при х=
(), y= ().

Имеем:

,
 ,

Тогда с учётом условий 1-2 получим: 
.

Введём функции Понтрягина

Запишем  

.

Найдем при х= (t), y= (t)

Рассмотрим приращение функционала L:

МЕТОДЫ УЛУЧШЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

В этом разделе будет изложен метод наи-
скорейшего спуска и его вариации. Приращение 
функций G0, G1, R0, R1 разложим в ряд Тейлора до 
слагаемых первого порядка. Имеем:
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Тогда с учётом того, что 

имеем

.
Рассмотрим

                (6)

                                       

 (7)

Разложим приращение функций R0 и R1 в ряд 
Тейлора до слагаемых первого порядка. Имеем 

∆

 .

Потребуем выполнение условий:

Отсюда 

 .

Таким образом приращение функционала 
примет вид:

а градиент

Новые координаты вершины (см. рис. 2) рас-
считываются по формулам (3). В случае приме-
нения градиентных процедур приращения по 

времени (длина ребра) определяется формулами

  

 > 0. В качестве l1, l2 выберем l1=  ∆t, l2=  ∆t.
Тогда новые координаты ( 1, 2) определя-

ются по формулам:

Проделывая тригонометрические преобра-
зования, окончательно получим:

    
(8)

Изложим метод наискорейшего спуска.
АЛГОРИТМ 1
1. На каждом ребре задаются начальные урав-

нения u1(t),v1(t) и время смены этапа 1
1, из систе-

мы уравнений (4)-(5) определяются x1(t), y1(t).
2.  Из системы дифференциальных уравнений 

c условиями в  1 , 2:

находятся 0(t), 1(t).
3. По формулам:

и формулам (8) подсчитывается  1.
Новое управление, значения 1 и координат 

задаются соотношениями

 
где  подсчитывается из решения одномерной 
задачи минимизации по  ≥ 0 для функционала

Приведён классический алгоритм наиско-
рейшего спуска, который допускает различные 
вариации, например, спуск осуществлять по 
одному из управлений или параметру . Можно 
использовать классическую градиентную про-
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цедуру, когда при неудачном выборе значения 
параметра , новое значение получается умень-
шением исходного. Гораздо более эффективным 
будет метод сопряженных градиентов, который 
по вычислительным затратам эквивалентен 
градиентным методам.

 Выпишем условия стационарности для постав-
ленной задачи, являющиеся необходимыми усло-
виями оптимальности, т.е. и смене этапа   I=0:

Сформулируем теорему о процессе, который 
неулучшаем приведенным алгоритмом.

Теорема 2. Пусть на множестве ненулевой 
меры по t элементы ( , ,) не удовлетво-
ряет условиям стационарности, тогда заданное 
приближение улучшаемо алгоритмом.

Доказательство этой теоремы очевидно, по-
скольку I≠0.

Замечание. Если ввести в постановку зада-
ние ограничения на управления и момент вре-
мени смены ребра u(t)  U, (t)  V, 1 [1

min,2
max], 

то можно использовать для решения задачи ме-
тод проекции градиента либо метод условного 
градиента.

Пример 1 (Рис. 2)
Ребро 1   Ребро2

   
x(0)=xo   y( )=x( )

   t

Функционал I=I1+I2 .
Координаты вершины графа 0=(-4,-1), 

1=(0,0), 2=(-2,-4). Точки 0,2  фиксированы, 1 –
нефиксирована.

Выберем х0=-3/4, T=1, тогда 1= . На-
чальное приближение u1(t)=1, 1

1=(0,0), v1(t)=0, 
x1(t)=t+x0, x1(1)= +x0, y1(t)= +x0. Значение 
функционала  I1=(+x0)

2/2+, при 1=( +x0)/2+
, H0=u-u2, Hu

0=0-2u=0-2, Hx
0=0, y1(t)=1+x0,

y(T)=1+x0, I2=1/2(1+x 0 ), I
1=(1+x0)+

1. Выпишем 
функции Понтрягина и производные от них 
H0=0u-u2; Hu

0=0-2u; Hx
0=0; H1=1v-v2/2; Hv

1=1-v; 
Hy

1=0.
Сопряженные системы: 0=0; 1=0; 1(T)=-

(1+x0);  1(t)=-(1+x 0); 
0=0; 0(t)=-(1+x0).

Новое приближение: uII(t)=1+[-(I+x0)-2], vII=-
(1+x0).

Новые координаты подвижной вершины 
графа:

(см. рис. 3).

ξξ 

ξ 
2

1

ξ 2

ξ 0 ξ 

Рис. 3. Одна итерация метода. Сплошная линия 
– начальное приближение. Пунктирная линия – 

следующее приближения

Положим =0, тогда uII=uI, vII=vI, а улучшение 
будем осуществлять по подвижной вершине 
графа. Подсчитаем значение функционала: 

 
.

На исходном приближении I1=9/16. Таким 
образом только за счет изменения координат 
вершины графа произошло улучшение.
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5. МЕТОД УЛУЧШЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Введем вспомогательный функционал 
I=I+(1-)J,   [0,1], 

, 
 – заданное приближение.

Функции Кротова будем искать в линейно-
квадратическом виде  

Найдем производные функций 0 и 1 при

 ,

 Рассмотрим приращение функционала L 

+

 Приращение функций G0,G1,R0,R1 разложим 
в ряд Тейлора до слагаемых второго порядка по 
переменным x,u,y,v и до слагаемых первого по-
рядка по 1.  Имеем: 

.

Функции 0 и I заданы так, чтобы выполня-
лись следующие условия: 

тогда с учетом выражения производных функ-
ций 0 и I, имеем 

 
Введем функционал 

Потребуем, чтобы

.

Рассмотрим приращение функций R0(t,x,u) и 
R1(t,y,v) и разложим их в ряд Тейлора до слагае-
мых второго порядка: 

 (9)

где производные функции  и подсчи-
тываются вдоль  

. 

Найдем

и при выполнении условия

  (11)

 (12)

Подставляя выражение (11) и (12) в (9), а ко-
эффициенты 0(t,x) и 1(t,y) зададим так, чтобы 
выражение (9) не зависело от ∆x, ∆y. В результате 
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придем к следующей системе дифференциаль-
ных уравнений: 

 
(13)

–

       (14)

 
(15)

  
(16)

 Если производные функций R0 и R1 выразить 
через производные функций H0 и H1, получим

где производные функции  и  подсчитыва-
ются  в точках 

 
Добавим к системе дифференциальных 

уровнений начальные условия
,(18)

           (19)

Полученные конструкции и определяют ме-
тод последовательных улучшений.

 АЛГОРИТМ 2
 1. На каждом этапе задаются начальные 

управления u1(t) и v1(t) и момент смены этапа 1
1 

, из уравнений (4) – (5) определяются х1(t), y1(t).
 2. Задаются параметры  [0,1], ≥0, и из 

системы дифференциальных уравнений (13) – 
(15), (18) – (19) находятся 0(t), 1(t), 0(t), 1(t).

 3. Новые траектории х2(t), y2(t) определяют-
ся из уравнений (4) – (5), при u=u1(t)+ u(t,x), 
v=v1(t)+v(t,y) и 1

2=1
1+1, 

2=1+, где u, v 
определяются по формулам (16), (17), =H0-H1, 
тем самым получаются и новые уравнения и но-
вое значение 1.

 u2(t)=u1(t)+u(t,x2(t)-x1(t)),
 v2(t)=v1(t)+v(t,y2(t)-y1(t)) 

и по формулам (8) подсчитывается .
 4. Сравниваются значение функционалов в 

I1 и I2.
 Если улучшение не произошло, то параме-

тры  и  уменьшаются и процесс повторяется, 
начиная с пункта 2.

Если 0(t) и 1(t) заданы, то уравнения отно-
сительно 0(t) и 1(t) превращаются в матричное 
уравнение Риккати, которые могут и не иметь 
решения на отрезках [0,1] и [1,2], тем более 
системы (13) – (15), или одна из них может не 

иметь решения. В работе [2] подробно исследу-
ются такие системы. Показано, что за счет выбо-
ра параметра  можно обеспечить выполнение 
условий: 

и существование решения уравнений (13) – (15).
 Рассмотрим два случая: начальное прибли-

жение не удовлетворяет хотя бы одному из ус-
ловий стационарности; удовлетворяет условиям 
стационарности.

Сформулируем теорему об улучшаемости.
Теорема 2. Если начальное приближение не 

удовлетворяет хотя бы одному из условий стаци-
онарности, то оно улучшаемо.

Доказательство. Пусть выполнены условия 
Hu

0=0, Hv
1=0  и  тогда реше-

ние уравнений (4) – (5), замкнутое синтезом 
уравнений u1(t)+u(t,x),  v1(t)+ v(t, y) даст ре-
шение  u=u1(t), x=x1(t),  =  1(t), y=y1(t). На множе-
стве допустимых

и, cледовательно,

  
Таким образом,  и  можно подобрать так, 

что I<0.
Рассмотрим специальный случай, когда вы-

полнены условия стационарности при =1 и 
усиленные условия Лежандра-Клебша  Huu

0<0, 
Hvv

1<0. Тогда системы (13) – (15), (18) – (19) раз-
деляются на сопряженные системы и матричное 
уравнение Риккати:

         
(20)

.

                
(21)

 
.(22)
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(23)

Известно, что матричное уравнение Риккати 
может и не иметь решений на всём искомом от-
резке времени.

 Определение. Точка t* называется особой 
точкой матричного уравнения Риккати, если

 .

Свойство особой точки изучены в моно-
графии [2]. Отметим одно из них для уравне-
ние (23). Пусть t*() особая точка, если 1<2, 
то t*(1)<t*(2), т.е. при уменьшении параме-
тра  особая точка смещается влево. Анало-
гичное свойство имеет место и для уравне-
ния(22).

 Выпишем алгоритм второго порядка для 
случая, когда выполнены условия стационар-
ности, усиленное условия Лежандра-Клебша, 
матричное уравнение Риккати содержат особую 
точку t* ( 1

1, 2]. Достаточные условия существо-
вания решения уравнения Риккати содержится 
в обзоре В. Кучеры в [12].

 АЛГОРИТМ 3 (случай особой точки):
1. Параметр  подбирается так, чтобы особая 

точка совпала с 1
1.

2. Находится симметрическая подматрица  
матрицы , обладающая свойством

,
3. Находится предел 

4. Задается параметр >0.
5. Определяется решение системы
b=0, |b|=.
6. Интегрируется система 

где y=y-y1(t),   определяются по формуле (17) 
при t  (1, 2], а при t=1

Тем самым находится y2(t) и v2(t), на отрезке 
[0,1

1] уравнение u2(t)=u1(t).
 Аналогичным образом можно построить 

процесс улучшения и для случая особой точки y 
матричного уравнения (22).

Алгоритм легко распространяется и на случаи, 
когда в функционал I входят интегральные сла-
гаемые  

В этом случае функции H0 и H1 записываются в 
виде

.
 Проиллюстрируем полученную схему на 

примере.

 Пример 2. (Рис. 2)
          Ребро 1                                Ребро 2

 

 

 

Функционал I=I1+I2.
Координаты вершины графа 0=(-4,-1); 

1=(0,0), 2=(-2,-4). Точки 0 , 2 фиксированы, 1 – 
нефиксирована,  1= 

В качестве начального приближения выбе-
рем  u1(t)=0, y1(t)=0. Функционал I1=(x1,u1)=0.

Соответственно траектории х1(t)=0, y1(t)=0. 
Функционал I1(x

1,u1)=0 и достигает абсолютно-
го минимума. Поэтому подробнее рассмотрим 
второй этап. Выпишем задачу улучшения:

 

 
Выпишем функцию H = v-/2 · ( ), 

найдем производные: 

Hv=1.
Уравнение для :

=0, (T)=0, ()=0,  t  [,Т].
Уравнение для :

=-+(1-2)2, (T)=0,  [0,1].
Его решение:

При =1 =tg(T-t). Особая точка находится из 
уравнения cos(T-t)=0, t*=T-π/2. Если t*<, то в этой 
задаче особой точки нет и уравнение v(t)=0 до-
ставляет функционалу I2=0 минимум.

Рассмотрим случай t*>. Тогда особая точка 
t*() находится из уравнения

Параметр  подберем так, чтобы t*()=, 
=K2/(2K2-1), где K=(T-)2/2. Тогда синтез управ-
ления, замыкая которым, получим уравнение:
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Отметим, что cos(T-) =0, и 
уравнение имеет бесконечно много решений 
при произвольной постоянной С. Улучшающее 
управление

Значение функционала

нетрудно показать, что при (0,5 , 1) выраже-
ние в скобках отрицательное, т.е. улучшение 
произвольно.

 Рассмотрим еще один вариант. Если  – фик-
сированная величина и нет особой точки при 
=1 на [,T], то исходные управления доставляют 
функционалу I минимум. Другая ситуация:  – 
не фиксировано. Продолжая управление

1(t)=1 вплоть до t=0 и исследуя уравнение 
Риккати на предмет существования особой точ-
ки на (0,Т), получим: если особая точка суще-
ствует, то начальное приближение улучшаемо, а 
если не существует, то u1(t)=0, 1(t)=0 доставляет 
функционалу I минимум.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе предложены мето-
ды последовательных улучшений первого и вто-
рого порядка для задачи оптимального управле-
ния на плавающей сети операторов. Приведены 
условия неулучшаемости : для первого порядка 
равенство градиента нулю, для второго порядка 
приведены условия улучшаемости и в случае ра-
венство градиента нулю, но существование осо-
бой точки уравнения Риккати хотя бы на одном 
из этапов. Работа алгоритмов проиллюстриро-
вана на тестовых примерах.
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