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Краевые задачи ползучести, вследствие 
физической нелинейности определяющих ре-
ологических соотношений представляют труд-
норазрешимую проблему как для задач, учи-
тывающих возмущения реологических свойств 
материала (внутренние краевые задачи), так 
и при решении задач с возмущенными геоме-
трическими характеристиками исследуемого 
объекта (внешними краевыми задачами). При-
менение метода малого параметра к задачам 
упругопластического деформирования под-
робно рассматривается в монографии Д.Д. Ив-
лева, Л.В.  Ершова  [1]. Достаточно много работ 
посвящено исследованию внутренних краевых 
задач методом малого параметра. Вопрос опре-
деления напряженно-деформированного состо-
яния толстостенной трубы при различных ви-
дах нагружения, свойствах материала, степени 
поврежденности, учета эффекта упрочнения и 
т. д. рассматривается в монографии Ю.Н. Работ-
нова  [2], статье В.П. Радченко и Е.В.  Башкино-
вой [3], J. Jelwan [4], L.H. You [5] и многих других 
авторов.

Один из основных подходов к решению за-
дач ползучести с возмущенными граничными 
условиями состоит в линеаризации граничных 
условий и реологических соотношений методом 
малого параметра. Во внешних краевых зада-
чах установившейся ползучести этот метод ис-
пользуется Радченко В.П. и Москалик А.Д. в ра-

ботах [6, 7] для приближённого аналитического 
решения задачи об установившейся ползучести 
толстостенной несоосной трубы, находящейся 
под внутренним давлением. В работе [8] постро-
ено приближенное решение задачи для трубы 
с эллиптическим внешним контуром методом 
малого параметра с учетом первого и второго 
приближений. Однако в указанных работах не 
рассматривается сравнительный анализ реше-
ний отдельных краевых задач с целью опреде-
ления общих подходов к их решению, а также 
различий.

Целью данной работы является определение 
влияния величины малого параметра , при ре-
шении 2х задач установившейся ползучести для 
толстостенной трубы с учетом первого прибли-
жения метода малого параметра, на значения 
напряжений в опасных сечениях трубы, находя-
щейся под внутренним давлением q в услови-
ях плоского деформированного состояния. Для 
сравнения выбраны решения для двух труб: не-
осесимметричная труба, для которой малым па-
раметром является смещение центра внешнего 
контура относительно центра внутреннего кон-
тура: =(b-a)/a, где a и b – внутренний и внешний 
радиусы соответственно (рис. 1а); и труба с эл-
липтическим внешним контуром, для которой 
малым параметром является величина сжатия 
эллипса  , где   

e

 – эксцентриситет, a,  b – боль-
шая и малая полуоси внешнего контура эллипса 
(рис. 1б).

Для решения задач разложение тензора на-
пряжений , тензора скоростей деформаций 
ползучести  и вектора скоростей перемеще-
ний  по малому параметру с учетом членов 
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первого порядка включительно имеют вид

,
,               (1)

,
где индексы 0, 1 соответствуют нулевому и пер-
вому приближениям. 

Предполагается, что упругие деформации 
малы по сравнению с деформациями ползу-
чести и ими можно пренебречь. С физической 
точки зрения это означает, что рассматривают-
ся установившиеся поля скоростей деформаций 
ползучести и напряжений. В решении указан-
ных двух задач используется гипотеза несжима-
емости материала для скоростей деформаций 
ползучести на установившейся стадии при ус-
ловии плоского деформированного состояния ( 

 ):
.                         (2)

Постановка задачи для каждого приближе-
ния метода малого параметра включает в себя 
уравнения равновесия

 
,
         

(3)

также для каждого приближения выполняются 
соотношения Коши

     

             
(4)

В качестве определяющих используются со-
отношения теории установившейся ползучести 
со степенным законом

,                        (5)

где n, A– постоянные характеристики материа-
ла,  – девиатор напряжений, 
 – интенсивность напряжений для случая пло-

ской деформации

 
.      (6)

В Таблице  1 приведены разложения внеш-
него возмущенного контура трубы для двух 
краевых задач с учетом первого приближения. 
Ввиду наличия осей симметрии для трубы с эл-
липтическим контуром, в разложении по мало-
му параметру присутствуют члены разложения 
только чётной степени угла .

Исходя из уравнений (2-5) с учетом раз-
ложения (1) можно сформулировать краевую 
задачу для первого приближения, при этом 
граничные условия для двух задач будут раз-
личаться только для возмущенного внешнего 
контура трубы, на внутреннем, невозмущен-
ном контуре граничные условия одинаковы: 

(1)
rr , (1)

r  равны нулю.
Анализ результатов решений обеих задач 

показан на модельном примере трубы с вну-
тренним радиусом 0,115 м, внешним радиусом 
0,15 м, находящейся под действием внутреннего 
давления q = 22,07 МПа, из двух материалов с ха-
рактеристиками нелинейности материала:

углеродистая сталь  n = 3,03  A = 9,04·10−9 МПа-n ч-1;
жаропрочный сплав ЭИ698 n = 10,96 A = 4,57·10−33 МПа-n ч-1.
Рассмотрен анализ решения для опасных 

сечений двух труб на внешнем, возмущённом 
контуре. В таблице 2 приведены значения тан-
генциальных напряжений  с 
учетом первого приближения на внешней гра-
нице при   =  π, где /r r a  для неосесимме-
тричной трубы, и при  = π/2, где /r r h  для 
трубы с эллиптическим контуром.

Рис. 1. Схема трубы с возмущенной внешней границей: 
а – неосесимметричная труба; б – труба c эллиптическим внешним контуром;

1 — внутренний контур трубы; 2 — внешний контур трубы;
3 — внешний контур трубы для осесимметричного случая
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Графическое представление анализа решений 
задач о неосесимметричной трубе и трубе c эллип-
тическим внешним контуром изображено на рис. 2. 

Из данных, приведенных в таблице 2 и гра-
фиков рисунка 2, следует, что при возрастании 
смещения центра внешнего контура до 10% в нео-
сесимметричной трубе тангенциальные напряже-
ния в опасном сечении при  = π возрастают в 1,4 
раза для трубы из углеродистой стали, и в 1,42 раза 
для трубы из сплава ЭИ698. Для толстостенной 
трубы c эллиптическим внешним контуром при 
возрастании величины сжатия эллипса до 10% 
внешнего радиуса трубы, тангенциальные напря-
жения в опасном сечении при  = π/2 возрастают 
в 1,56 раз для трубы из углеродистой стали и в 1,6 
раз для трубы из сплава ЭИ698 по сравнению с ре-
шением нулевого приближения задачи (осесим-
метричный случай). Расхождение значений  
возникает при величине малого параметра =5% и 
не превышает 0,04 при =10%. Можно сделать вы-
вод о том, что при учете первого приближения ме-

тода малого параметра для задачи с возмущенной 
внешней границе показатели нелинейности мате-
риала оказывают небольшое влияние на пропор-
циональное увеличение опасных тангенциальных 
напряжений в отношении к тангенциальным на-
пряжениям нулевого приближения, что требует 
подтверждения дальнейшими исследованиями. 
Более существенно выражено влияние вида воз-
мущения внешней границы трубы: несоосность 
трубы или эллиптичность внешнего контура. В 
этом случае различия в значениях тангенциаль-
ных напряжений достигают 0,18 от .

Сравнительный анализ результатов решения 
указанных выше задач показывает, что в первом 
приближении при возрастании величины сжатия 
эллипса до 10% внешнего радиуса толстостен-
ной трубы c эллиптическим внешним контуром 
тангенциальные напряжения в опасном сечении 
возрастают в 1,1 раза больше по сравнению с ана-
логичным смещением центра внешнего контура 
несоосной толстостенной трубы. 

Таблица 1.  Разложения внешнего возмущенного контура трубы 
для двух краевых задач с учетом первого приближения

   c    

           

 

= 

= ,  

h –   ,  
   

         ,   
   

  

Таблица 2. Значения тангенциальных  напряжений 

, % 0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0
 

 
,  

1,00 1,04 1,09 1,13 1,17 1,21 1,25 1,29 1,32 1,37 1,40 

 
,  

1,00 1,06 1,12 1,18 1,24 1,30 1,35 1,41 1,46 1,51 1,56 

  698

,  
1,00 1,04 1,09 1,13 1,17 1,22 1,26 1,30 1,34 1,38 1,42 

 
,  

1,00 1,06 1,12 1,18 1,24 1,30 1,36 1,42 1,48 1,54 1,60 



45

Машиностроение и машиноведение

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Ивлев, Д.Д. Метод возмущений в теории упруго-
пластического тела / Д.Д. Ивлев, Л.В. Ершов. - М.: 
Наука, 1978. - 208 с.

2. Работнов, Ю.Н. Механика деформируемого твер-
дого тела [Текст] / Ю. Н. Работнов. – Москва : На-
ука, 1979. – 744 с.

3. Радченко, В. П. Решение краевых задач устано-
вившейся ползучести в полярных координатах 
методом возмущений [Текст] / В. П. Радченко, Е. 
В. Башкинова // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. 
Техн. науки. – 1998. – № 5. – С. 86-91.

4. Jelwan, J. Creep life design criterion and its 
applications to pressure vessel codes [Text] / J. 
Jelwan, M. Chowdhury, G. Pearce // Material Physics 
and Mechanics. – 2011. no. 11. P. 157–182.

5. You, L.H. Creep deformations and stresses in thick-
walled cylindrical vessels of functionally graded 

materials subjected to internal pressure [Text] / L. 
H. You, H. Ou, Z. Y. Zheng // Composite Structures. – 
2007. Vol. 78. P. 285-291.

6. Москалик А.Д. Применение метода возмущений к 
задаче о несоосной трубе в условиях установив-
шейся ползучести / А.Д. Москалик // Вестн. Сам. 
гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. – 2013. – № 4 
(33). – С. 76 –85.

7. Радченко, В.П. Аналитической решение краевой 
задачи установившейся ползучести неосесимме-
тричной толстостенной трубы / В.П. Радченко, 
А.Д. Москалик // Прикладная математика и меха-
ника. – 2019. – Т. 83. – Вып. 1. – С. 144-157.

8. Радченко, В.П. Приближенное аналитическое ре-
шение задачи для трубы с эллиптическим внеш-
ним контуром в условиях установившейся пол-
зучести / В.П. Радченко, А.Д. Москалик // Вестн. 
Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. – 2014. 
– № 3(36). – С. 39-49 .

   

Рис. 2. Графическое представление анализа результата решения на модельном примере трубы 
с внутренним радиусом 0,115 м, внешним радиусом 0,15 м из углеродистой стали 

под действием внутреннего давления q = 22,07 МПа в опасном сечении:
а – зависимость тангенциального напряжения от приведенного радиуса ;

б – зависимость радиального напряжения от приведенного радиуса 
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