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ВВЕДЕНИЕ

Задачи оптимального управления динами-
ческими процессами имеют очень широкий 
спектр приложений. Хотя приближенные мето-
ды их решения насчитывают более 50 лет и на-
коплен большой потенциал алгоритмов, нельзя 
с уверенностью утверждать, что один из раз-
работанных ранее методов обеспечит успех в 
решении той или иной задачи. Новые подходы 
построения приближенных методов позволяют 
дополнить серию уже имеющихся алгоритмов, 
что расширяет возможности нахождения при-
ближенно-оптимального управления в кон-
кретной прикладной задаче. Всякий численный 
метод решения дифференциальных уравнений 
представляет собой рекуррентную цепочку, яв-
ляющуюся дискретной системой, поэтому од-
ним из подходов состоит в том, чтобы исходную 
непрерывную задачу заменить ее дискретной 
аппроксимацией — и для последней разрабаты-
вать приближенные методы решения.

Качественная теория дискретных систем 
изложена в монографиях [1-4]. Известно мно-
го методов исследования динамики дискрет-
ных систем [5-11], в частности, в работах [10,11] 
развиваются алгоритмы улучшения второго 

порядка для дискретной и непрерывной зада-
чи оптимального управления на случай, когда 
управляемая система имеет сетевую структуру. 
Использование разложения конструкций ме-
тода улучшения второго порядка по параметру 
для дискретных задач оптимального управле-
ния было проведено в работе [12,13].

Методики построения множеств достижи-
мости разработаны в работах [20-23]. В ос-нове 
рассматриваемого метода лежит теорема [17] о 
том, что множество достижимости системы есть 
множество нулей функции, являющейся реше-
нием уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана 
со специальным начальным условием. Аппрок-
симация такого уравнения рассматривается для 
некоторой вспомогательной задачи, получаю-
щейся из исходной путем расширения фазового 
пространства. В трудах [6,18] впервые была вы-
сказана идея об использовании приближенно-
го описания множества достижимости для по-
строения алгоритма улучшения в непрерывных 
системах, а более глубокое исследование такого 
метода было проведено в работе [14,15]. Идея 
применения этого подхода и общая итератив-
ная схема улучшения для дискретных систем 
изложена в статье [19].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается дискретная по времени 
управляемая система

tttTttutxtftx (1.1)

TttUtuxtx             (1.2)

где )(tx  принимает значения в евклидовом 
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n U(t) ⊆ r  x(t)  ,   u(t) — . 
,    (1.1)-(1.2)     :

xtxTttUtxtftx =∈∈+ (1.3) 

 f(t,x(t),U(t)) —       t. 
 1.    (x(t),u(t)),   (1.1)-

(1.2)   D   .  
    

                                  I( , ) = F(x(t1)).       (1.4)  
  D. 

    (x I (t) ,  u I (t))∈D.       
    ( I I (t) ,  I I (t))∈D,   I(xII, uII)  <  I( I, uI). 

 2.   (t0,x0;τ)  (1.1)-(1.2)   τ, -
  x0   t0         z∈  

     x(t)  (1.1)-(1.2) (  (1.3)) ,  (τ)=z. 
       -

,      .   -
 ,          

F(x)        t 1 .  
  [17]         

: 
 1 .   f (t ,x(t) ,  U(t))≠∅    (t,x)∈T× n,    ϕ: n→  

  ψ: n→  ,   
1) ψ( )=0    ,  xx =  

2)
( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ⊗≠+=+∈=

∈
υϕωϕω

υ
ϕ tttxtfxtW

tUtxtf  
  (t, x)∈T× n; 

3)   (t, x)∈T× n 

     
( ) xxtxtuxtft

tUu
ψϕϕϕ ==+

∈   
 (1.5) 

 ( )τxt ={x∈ n:ϕ(τ,x)=0}   τ∈T . 

     1     : 
x(t+1)=f (t ,x (t) ,u (t)) ,  x(t1 )  =  x 1 , u(t)∈U(t) ,  t∈T ,  

J=ψ(x (t 0 ))→min. 
  x 1     (t 0 ,x 0 ;  t 1 ) ,   ψ(x (t 0 ))=0,    

,  ψ(x(t 0 ))>0   ,      
  .  

( ) ∉> xxτϕ ( )τxt , 

( ) ∈= xxτϕ ( )τxt ,      T∈τ . 

 I (τ )       (t 0 , 0 ;  τ)    τ∈T,  
   ,   -      -

     . 

,    (1.5) , ,     
x(t+1)∈Wϕ(t,x),   t∈T,   x(t1)=x*, 

 x* -    F(x)    ∈ ( )τxt ,    

  (1.1)-(1.2), (1.4).    (1.5)  -
             -

 . 
    ,  F: n →  -   -

, f: T× n× r→  -     ( ,u),U(t)= r, t∈T. 
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          . 

    x 0 (t)   (1.1): 
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  (1.5)   (2.2)      

                                                   (2.3) 
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2. КОНСТРУКЦИЯ БАЗОВОГО АЛГОРИТМА
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xx σσσσσ =+−++−−−+ −
 

   f    ( ) ( )( )tutxt II . 
    (2.3)-(2.4)    

( ) ( )( ) ( ) ( )( )txxttxxxut II −−+−= σϕ .     (2.13)  

 3.        
 (1.1)-(1.2)     ( )tx I   

( ) ( ){ ∈= xxtxS I n+1: ( )( ) ( ) ( )( ) }txxttxxx II −−= σ  

   ( ){ } ( ) ( ) ( )∈−+= αααα xxFxF   

 Fa (x)      ( )( ) ( ) ( )( )txxttxxx II −−= σ   ( )αx . , 

  ( )αx          -
   , ,  ,     
.   ( )ytu ,    (2.7).   R   

 (2.13), ,  ( )ytu     t ,  x,    

( )ytu : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )txxftfgEftftuytu I
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r
uu

I −+−+−= − σσ ,   (2.14) 

 E( r )  —     rr × . 
 ,         ( )αx  

( ) ( ) ( )( )( )txtutxtftx =+ ,                                                 (2.15) 

( ) ( )αxtx = .                                                       (2.16) 
     (2.15) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )txtututxtftxtutxtftx II
u

II
x Δ+Δ=+Δ .                     (2.17) 

 (2.14) ,  
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r
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   ( )xtu   (2.17) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ){ } ( )txftfgEftffftx xu
r

uuux Δ+−+−=+Δ − σσ  

 

              
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ){ }

( ) ( )( )+−+×

×+−+−+=
−−

txtx
ftfgEftffftxtx

I
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r
uuux

I σσ
                              (2.18) 

 ( ) Tttx ∈α  —   (2.18), (2.16).    

 ,  ( ) ( )( )txtutu II
αα = ,   ( )tx II

α      (1.1)-(1.2) 

   ( )tu II
α .     α    ( )IIII ux αα   -

     (1.1)-(1.2), (1.4). 
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 ( )∈α   ( )αx      

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )txxttxxxFxF II −−−+= σααα .  
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 ,   (3.4)  (2.19)  Tt ∈∀ ,   ( )tσ  —  -
 ,   .     -

  . 

3.
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( )αx    ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )→−−−+= txxttxxxFxF II σααα  αα ≤≤  
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( ) ( ) ( ) ] ( )( )txFtF

tFttF

tFttxF

I
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I

x

−

−

−

−+×

×ΦΦ−−−

−−−Φ=

σααξα

αησααξαα

σααξααω

αα

α

 

,   ( ) ( ) ( ) ( )txtxtxtx II →→ αα   →α   { }ttTt =∈  ,  

 ( )xtu           ( )tx .  

( ) ( ) →→ αα tutu II       

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtxttxtxtx →→→→→ ααα ςμϑαηαξ  

( ) ( )txt →αη    →α    Tt ∈  

  ( )tΞ  ( )tΨ ,       

( ) ( ) ( ) ( ) nEtttAt =ΞΞ=+Ξ                                                      (4.8)   

( ) ( ) ( ) ( ) nEtttCt =ΨΨ=+Ψ                                                   (4.9)   

.   ( ) ( ) ( )( )tutxtftA II
x=  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )txtututxtftutxtftC I
x

II
u

II
x +=  

 ,   f(t , , )     Tt ∈    
  ( , ) ,   ( ) ( ) ( ) ( ) →→→ ααα tCtCtAtA ,  

( ) ( )tt Ξ→Ξα  ( ) ( ) Tttt ∈→Φ→Φ αα   ( ) ( )tt Φ→Φ
→ αα

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )τττττττ
τ

Ψ+ΞΞ=Φ
−

=

− I
x

II
u

t

t
xuuxftt                                 (4.10)   

   ( )αω    .  ,   

( ) ( ) ( ) ( ) >Φ − txFtttxF I
x

I
x σ  
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  0 < α < 1,   ( ) αααω ≤<>   ,  

(5.7), ( ) ( )txFtxF III −α < 0   αα ≤<   ( ) ( )( ) Dtutx IIII ∈αα αα ≤<   

    ( ) ( )( )tutx IIII   .     

. 

 2  (  ).    ( ) ( )( ) Dtutx II ∈  

,     

( ) ( ) ( ) ( ) >Φ − txFtttxF I
x

I
x σ                                (4.11) 

   ( ) ( )( ) Dtutx IIII ∈      1, -

   

( ) ( )IIIIII uxIuxI < .  

 (4.11),   ,    
     (1.1)-(1.2), (1.4).    

   
( )( ) ( ) ( ) ∈+=+ puxtftputpxtH  n.                      (4.12)  

   
 3 .     ( ) ( )( ) Dtutx IIII ∈αα ,   

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) >++=

=++

−

=

−

=

tptBtBtp

tutptxtHtutptxtH

I
t

t

I

t

t

III
u

III
u

τ

τ
                     (4.13)  

 ( )tp I     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )txFtptptAtp I
x

III −=+=                               (4.14) 

 ( )II ux    1. 

 1 .       (1.1)-(1.2),  [27, . 
112]  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) TttUtututututptxtH IIII
u ∈∈≤−+                         (4.15)     

 1.  ( ) ( )tutu I≠   ( ) ( ) ( )( ) TttutptxtH III
u ∈≠+ , . . ( )tu I   -

    U(t) .  
     (5.15)  - ,  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )tutututu
tutptxtHtutptxtH

tutututptxtH

II

III
u

III
u

IIII
u

−−×

×++≤

≤−+<

 

   ,  ( ) ( ) ( ) ( )( ) >−− tutututu II  , 

                 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) >++ tutptxtHtutptxtH III
u

III
u                         (4.16) 

   { }−∈ ttt     (4.16),   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) >++=

=++
−

=

tutptxtHtutptxtH

tutptxtHtutptxtH

III
u

III
u

t

t

III
u

III
u

τ  

    (5.13)  3. 
 2.  ( )tu I     ( )tU = r, Tt ∈ .  , 
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   .  ( ) ( ) ( )( ) TttutptxtH III
u ∈=+  -   -

   [27, . 112],      -
  .   ( ) ( )tutu I≠ , Tt ∈     (4.13). 

   3   . 
 

  ,                                     
        

 
 α     .     -

 g,         α .     , 
            g.  

, g     1           
     α .    ε     , -

    . 
  ( ) g     .  

→g   ,      =  — 1,    
Iuuu −=Δ    →g  — ,     Ixxx −=Δ .  

         ( )tx I   

( )tx II ,   ( )tu I   ( )tu II ,   ,         -
  u.    g       -

    ,     , -
 g =  1. 

   (2.19),  ,  ( )tσ ,    -

      g,      ( )gtσσ =   -
       g:  

( ) ( ) ( )( )gg
dg

gtdgtgt −+= σσσ  

 ( ]∈g .   
( )
dg

gtdσ
    

 (2.19)  g :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
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E
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r
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σσσ
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 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )tBgEtBgttBtBgttC r −−+=+ σσ     
   nn× .  

  (5.1)   : 

5.
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
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    δ .     , -
      ,     -

        vu =  
 1 .  

 

( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) { }hhtxxuxI

tuxx
tutxhtxhtx

thxtxhtx

∈+=

≤==
++=+

+=+

 

  ≡tu I        
 g = 0.5   ,   h  = 0.01,    

 δ  = 0.001. 
 2 .  
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thxtxhtx
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≤
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  ≡tu I      -
  g =  0.5     g* =  0.7     -

 h  = 0.001,    δ  = 0.001.  
 3 .  
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( ) ( ) ( ) { }hhtxxuxI

tuxx
txtuhtxhtx
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∈+=

≤==
−+=+

+=+

 

  ≡tu I        

=II uxI .       g  = 0.1, -
 ,      g  = 0.7     

 h =  0.2,    δ  =  0.001.   -
 g         0.7    -
.  

   (  1)   ,   -    
   .   2,3      -

         -
  δ ,     . 
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II tptBtBtp
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  ( .2)-( .3) ,  

( .4)                                     ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
−

=

− ×+ΞΞ=
t

tt

I
x tBtBtttxFβ  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( ) >Ψ+−++× − txFtttCtMgt I
xσσ  

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )txFtttCtMtBtBtttxF I
x

t

tt

I
x

−
−

=

− Ψ++ΞΞ= σγ  



128

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 25, № 3, 2023

  .  ,  >γ ,    g    

γ
β<−< g .   ( .4)   <≤ ggg   

( .5)       ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) >Φ − txFtttxF I
x

I
x σ  

 ( )tΦ  — ,    (5.11)  2      
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τττστττ Ψ++ΞΞ=Φ
−

=

− CBBt
g

t
t

tt

 

  ,  ≤γ ,  ( .5)      -

  ( ]∈g  
 ,   (5.11)  2,      >γ

 . 
 3 . 
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