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К классу задач течения относительно тонкого слоя из пластического металла относится большинство 
практических задач прокатного и кузнечно-штамповочного производства. С той разницей, что при 
прокатке, вальцовке, ротационной вытяжке и других подобных процессах очаг деформации локали-
зуется, а в процессах штамповки весь объем металла перераспределяется в полости ручья, затекая в 
различные его элементы, образуя необходимую форму поковки, часто форма является удлиненной и 
небольшой толщины. Естественно полагать, что для анализа близких по кинематике течения процес-
сов, могут быть использованы одни и те же математические модели, но в разных постановках. В статье 
обосновывается выбор математической модели для теоретического решения краевой задачи о стес-
ненном сжатии образца в виде кругового сектора по результатам эксперимента. В статье приводятся 
результаты аналитического исследования краевой задачи о вязкопластическом течении тонкого слоя 
металла, расположенного между движущимися навстречу друг другу тонкими шероховатыми плита-
ми. Приводятся точные решения, основанные на классической постановке в рамках «идеальной жид-
кости» и «вязкой жидкости». Описан физический эксперимент, проведенный для оценки влияния 
осредненных по толщине слоя касательных напряжений на кинематику течения пластического слоя. 
Сравнение полученных экспериментальных и аналитических результатов моделирования позволяет 
оценить корректность выбранной математической модели, которая может быть использована для 
описания течения. При проектировании и внедрении в производство большинства высокопроизво-
дительных технологических процессов обработки материалов давлением требуются не только чис-
ленные значения технологических параметров, но прогнозирование поведения материала во время 
нагружения. В настоящее время доступны проблемно-ориентированные программные комплексы 
на основе численных методов решения, например методом конечных элементов (МКЭ), различных 
задач механики сплошной среды (МСС). Однако без развития фундаментальных подходов к форму-
лированию, схематизации и аналитическому решению краевых задач, вряд ли было бы возможным 
создание достоверных математических моделей для современных компьютерных систем. Поэтому 
дальнейшее развитие теоретических подходов решения краевых задач МСС является актуальным.
Ключевые слова: сжатие кругового сектора, тонкий слой, краевая задача, математическая модель, 
эксперимент.
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Постановка краевой задачи течения тон-
кого пластического слоя. Рассмотрим класси-
ческую постановку задачи течения тонкого слоя 
с использованием модели «идеальной жидко-
сти» [1]. Дифференциальные уравнения в век-
торной форме имеют вид [2, 3]:

 
                     

(1)

 
                          

(2)

Статически определимая система образова-
на динамическими уравнениями Эйлера (1) [1, 
4] и условием несжимаемости (2) [5].

Контактное давление на поверхности взаи-
модействия инструмента и пластического слоя 
возрастает с наибольшей скоростью, то есть:

где   – единичный
 

ортонормированный базис декартовой системы 
координат.

Определим проекции вектора скорости 
на единичный ортонормированный базис 

, где модуль вектора скорости 
определяется с помощью стандартной формулы

 , при этом, очевидно, что 
нормированный вектор скорости имеет вид 



141

Информатика, вычислительная техника и управление

   ,       
,    (1)  (2)   ,  
 (3) – (5) [4, 6]: 

       (3) 

       (4) 

       (5) 

         
       ,     

  .        [7]: 
 

      3-       
    (6): 

      (6) 

 -    (   ), 
       , 

   : 
      (7) 

          
        [8]: 

                (8) 

   – ,       
      

. 
        

  

 
  

      : 
  

      : 
       (9) 

 
  (6)   : 

           (10) 

         
     ,     [6]: 

       (11) 

       (12) 

      (13) 

 (13)    ,   ; 
 –   ; –    

. 



142

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 25, № 3, 2023

         
.     S.  ,    

  ,    2 ,    
    . 1.  

 
. 1.    S        

 
    S    ,   

       ,   (14) 

.       (14) 

    S     ( . . 1)   
    (11)  (13)       

    

 

    ,     : 
      (15) 

  –  ,      : 
 : 

 

     : 
           (16) 

     S. 
      (17) 

 ,        (13)  
  : 

            (18) 
           

   (19). 
         (19) 

     (19)      
(18),   ,      : 

           (20) 



143

Информатика, вычислительная техника и управление

      (20)  
.       

 .         
 : 

 

 

 : 

 

,             (21) 
  –  .       

 :    : 

 

   (20)      : 
.           (22) 

     (22): 

 

       (23): 
                (23) 

   .       
  ,  .      

      : 

         (24) 
     S    : 

.           (25) 

 ,     «  »   
.   ,          

    . ,   - , 
         .  

    ,     ,  
 , ,   ,      

,          
     ,  

  ,     .  
,  ,      

 «  ».       
,      «  ».  

    ,    
  ( . 2 )     ( . 2)      

 . 
         

    .   ,     
    .     

             
 .        
       INSTRON  

     .  



144

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 25, № 3, 2023

)  

)  
 

. 2.         
    :  

 –  ;  –           
 

         
            

( . . 1).         
-21,      .  
        

    .      . 1. 

 1.      

R     

16,42 0 0,08 - -
18,53 0,27 0 0,27 -
20,59 0,91 0,15 0,76 0,83
22,35 1,53 0,25 1,28 0,83
24,52 2,58 0,51 2,07 0,80
26,63 3,30 0,65 2,65 0,80
28,50 3,89 1,18 2,70 0,70
30,65 4,71 2,41 2,30 0,49
32,28 5,76 1,93 3,83 0,66
34,53 5,50 2,19 3,31 0,60
36,29 6,50 2,76 3,74 0,57
38,41 6,82 2,73 4,09 0,60
40,41 7,71 4,18 3,53 0,45
42,36 8,41 5,08 3,33 0,39
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Анализ результатов экспериментальных 
исследований, позволяет утверждать, что про-
дольное перемещение частиц вдоль радиу-
сов, выходящих из общего полюса, в процессе 
осадки в стесненных условиях замедляется, 
что связано с тесным соприкосновением с не-
подвижными границами матрицы и являет-
ся причиной искажения координатной сетки, 
состоящей первоначально из дуг окружно-
стей при значениях R = const. Из полученных 
результатов экспериментов следует, что рас-
сматриваемые закономерности невозможно 
корректно описать с помощью модели «иде-
альной жидкости».

Решение, в предположении равенства 
нулю касательных напряжений, для которо-
го предполагалось, что первоначально ради-
альные линии координатной сетки остаются 
дугами окружностей в процессе течения не 
согласуется с экспериментальными данны-
ми. Полученные экспериментальные резуль-
таты с искривлением координатной сетки 
вблизи неподвижных границ, более коррек-

тно можно описать с помощью модели «вяз-
кой жидкости». 

Выводы. Течение металла образцов при 
переходе в пластическое состояние происходит 
ожидаемо – по прямым линиям тока, в данном 
случае по радиусам, выходящим из общего 
центра-полюса кругового сектора. Радиаль-
ные перемещения вблизи неподвижных стенок 
отстают от перемещений в центре образца, а 
максимальные перемещения наблюдаются на 
линии r = r0  при φ=0, которая совпадает с осью 
симметрии образца. Полученный результат 
означает, что при течении в тонком пласти-
ческом слое возникают ненулевые касатель-
ных напряжения и, соответственно, ненулевые 
скорости угловых деформаций. При сравнении 
результатов экспериментов с точным решени-
ем краевой задачи в рамках математической 
модели «идеальной жидкости» выявлено, что 
они находятся в противоречии. Корректное 
описание течения удается выполнить только в 
рамках общей математической модели «вязкой 
жидкости».
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ON THE CHOICE OF A MATHEMATICAL MODEL FOR THE CORRECT SOLUTION 
OF THE BOUNDARY VALUE PROBLEM OF THE FLOW OF A THIN LAYER OF PLASTIC MATERIAL 

UNDER COMPRESSION OF A SAMPLE IN THE FORM OF A CIRCULAR SECTOR

© 2023 E. A. Yanovskaya

Moscow State Technological University "STANKIN", Moscow, Russia

The class of fl ow problems for a relatively thin layer of plastic metal includes most of the practical 
problems of rolling and forging and stamping production. With the difference that during rolling, rolling, 
rotary drawing and other similar processes, the deformation zone is localized, and in stamping processes, 
the entire volume of metal is redistributed in the cavity of the stream, fl owing into its various elements, 
forming the necessary shape of the forging, often the shape is elongated and of small thickness. It is 
natural to believe that the same mathematical models can be used for the analysis of processes close in 
kinematics, but in different formulations. The article substantiates the choice of a mathematical model 
for the theoretical solution of the boundary value problem of constrained compression of a sample in 
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the form of a circular sector based on the results of the experiment. The article presents the results of an 
analytical study of the boundary value problem of the viscoplastic fl ow of a thin layer of metal located 
between thin rough plates moving towards each other. Exact solutions based on the classical formulation 
in the framework of an "ideal fl uid" and "viscoplastic fl uid" are given. A real experiment is described for 
assessing the effect of shear stresses averaged over the layer thickness on the kinematics of the fl ow 
of a plastic layer. Comparison of the obtained experimental and analytical simulation results allows 
us to evaluate the correctness of the chosen mathematical model, which can be used to describe the 
fl ows. When designing and introducing into production most high-performance technological processes 
for processing materials by pressure, not only the numerical values of technological parameters are 
required, but also the prediction of the behavior of the material during loading. At present, problem-
oriented software systems are available based on numerical methods for solving, for example, the 
fi nite element method (FEM), various problems of continuum mechanics (MCS). However, without the 
development of fundamental approaches to the formulation, schematization and analytical solution 
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boundary value problems of the MSS is relevant.
Keywords: compression of a circular sector, thin layer, boundary value problem, mathematical model, 
experiment.
DOI: 10.37313/1990-5378-2023-25-3-140-146
EDN: LMBRJX

i neuprugost'». – M.: MGU, 2016. – S. 180–185.
5. Kadymov, V.A. Nekotorye tochnye resheniya 

evolyucionnogo uravneniya rastekaniya 
plasticheskogo sloya na ploskosti / V.A. Kadymov,  
E.N. Sosenushkin, , E.A. Yanovskaya // Vestnik 
Moskovskogo un-ta. Ser.1. Matematika, mekhanika. 
–2016. – №3. – S.61–65.

6. Sosenushkin, E.N. Mekhanika vydavlivaniya 
alyuminievogo splava pri shtampovke pokovki s 
prodol'nymi ryobrami / E.N. Sosenushkin, , V.A. 
Kadymov, , E.A. Yanovskaya, T.V. Gureeva // Cvetnye 
metally. – 2019. – № 3.  – S. 69–75.

7. Umnov, A.E.  Analiticheskaya geometriya i linejnaya 
algebra: ucheb. posobie / A.E. Umnov. – M.: MFTI, 
2011. – 544 s.

8. Korn, G. Spravochnik po matematike dlya nauchnyh 
rabotnikov i inzhenerov/ G. Korn, T. Korn. M.: Nauka, 
1973. - 834 s.

Сдано в набор  15.06.2023 г.                    Подписано к печати 28.06.2023 г.                    Формат бумаги А4
    Офсетная печать          Усл. печ. л. 16,973           Тираж  200 экз.          Зак. 40   

Известия Самарского научного центра Российской академии наук
Учредитель: федеральное государственное бюджетное учреждение науки

Самарский федеральный исследовательский центр Российской академии наук
Журнал зарегистрирован в Роскомнадзоре, свидетельство ПИ № ФС77-61347 от 07.04.2015

Главный редактор: академик РАН Ф.В. Гречников   
Том 25, номер 3 (113), 28.06.2023

Индекс: 36622. Распространяется бесплатно
Адрес учредителя и редакции – 443001, Самарская область, 

г. Самара, Студенческий пер., 3а. Тел. 8 (846) 340-06-20
Издание не маркируется

Отпечатано в типографии  ООО "Инсома-пресс", 443080, г. Самара, ул. Санфировой, 110А, оф. 22А



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


