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Исследуемый подход важен для практического применения, т.к. является основой многих базо-
вых операций пластического деформирования, связанных с пластическим течением в тонком 
слое материала, деформируемого валками (продольная прокатка, вальцовка) или штампами 
(объемная и листовая штамповка), которые описываются пространственными математическими 
моделями с разнообразием параметров, определяющих реологию материала. На поверхностях 
контакта материала обработки с инструментом создаются давления, на порядок превышающие 
сдвиговые характеристики материала так, что в начальном приближении для описания свойств 
материала пластического слоя возможно использовать модель гидродинамической жидкости [1, 
2, 3]. Как было показано ранее, практически вдоль всей контактной поверхности наблюдается 
проскальзывание, при котором поверхности контакта совпадают с поверхностями скольжения, 
а удельные силы трения на них максимальны [4] и равны пределу текучести материала на сдвиг 
[5, 6]. Следует отметить другую особенность протекания указанных процессов, определяющую 
требования к точности конечной поковки. Понятно, что большие контактные давления вызывают 
нормальные упругие перемещения рабочих поверхностей инструмента, соизмеримые с толщи-
ной пластического слоя [7, 8]. Рассматриваем пластический слой в клиновидной области, состав-
ленный из материалов с разными механическими характеристиками. слой свободно растекается 
между параллельно сближающимися жесткими шероховатыми плитами. Слой под действием в 
направлении толщины распределенной нагрузки со стороны инструмента беспрепятственно те-
чет в направлении радиусов.
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ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Краевая задача течения тонкого слоя по пло-
ским шероховатым поверхностям ставится сле-
дующим образом. Рассматриваем пластический 
слой в клиновидной области, составленный из 
материалов с разными механическими характе-
ристиками. Положение прямолинейных границ, 
пересекающихся в начале выбранной непод-
вижной прямоугольной системы координат   
задается начальными углами   и   соответ-
ственно (рис. 1). Предположим, что такой слой 
свободно растекается между параллельно сбли-
жающимися жесткими шероховатыми плитами. 
Слой под действием в направлении толщины 
распределенной нагрузки со стороны инстру-
мента беспрепятственно течет в направлении 
радиусов. Подобная задача при условии симме-
тричности пластической области в постановке 
математической модели «идеальной жидкости» 
решена в [5]. 

Выберем неподвижную систему координат 
  в которой в начальный момент времени 

  указанная область задается углом   
При этом сами линейные границы растекаю-
щейся области в начальный момент заданы 
уравнениями прямых:

 
 

 

где   – коэффициенты определяются че-
рез известные углы   ,   и :

 
 

 
Система дифференциальных уравнений в 

частных производных краевой задачи течения 
пластического слоя на плоскости (в размерных 
величинах,  ) состоит из двух уравнений 
квазистатического равновесия относительно 
неизвестного давления p на контакте (1) и (2) и 
условия несжимаемости (3):
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Рисунок 1. Схема пластической области в форме клина из материалов 
с разными механическими характеристиками: 

М0, М1, М2 – точки, принадлежащие линейным границам; 
S1, S2 – области, занимаемые двумя различными по свойствам материалами
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SIMULATION AND COMPARISON OF THE RESULTS OF THE EXACT ANALYTICAL SOLUTION 
OF THE BOUNDARY PROBLEM OF A FLOW IN A THIN LAYER WITH EXPERIMENTAL DATA

© 2023 E. A. Yanovskaya
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The approach under study is important for practical application, since is the basis of many basic 
plastic deformation operations associated with plastic fl ow in a thin layer of material deformed by rolls 
(longitudinal rolling, rolling) or dies (volumetric and sheet stamping), which are described by spatial 
mathematical models with a vari-ety of parameters that determine the rheology of the material. Pressures 
are created on the contact surfaces of the processing material with the tool, which exceed the shear 
characteristics of the material by an order of magnitude, so that, in the initial approximation, it is possible 
to use the model of a hydrodynamic fl uid to describe the properties of the material of the plastic layer 
[1, 2, 3]. As was shown earlier, sliding is observed almost along the entire contact surface, in which the 
contact surfaces coin-cide with the sliding surfaces, and the specifi c friction forces on them are maximum 
[4] and equal to the shear yield strength of the material [5, 6]. It should be noted another feature of the 
course of these processes, which determines the requirements for the accuracy of the fi nal forging. It is 
clear that high contact pressures cause normal elastic displacements of the working surfaces of the tool, 
commensurate with the thickness of the plastic layer [7, 8]. We consider a plastic layer in the wedge-shaped 
region, composed of materials with different mechanical characteristics. the layer spreads freely between 
the rigid rough slabs converging in parallel. The layer under the action in the direction of the thickness of 
the distributed load from the side of the tool fl ows freely in the direction of the radii.
Keywords: thin layer, constrained fl ow, "ideal fl uid" model.
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