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В основу расчетов положена предложенная Ильюшиным А.А. теория течения в тонком пласти-
ческом слое, заключенного между двумя сближающимися по за-данному закону поверхностями 
тел инструмента в предположении, что: материал растекающегося слоя идеально-пластический 
и объемно-несжимаемый; упругие деформации инструмента малы и ими можно пренебречь; на 
поверхностях контакта металла слоя с инструментом принимается классический закон течения 
Прандтля  Л.  Для исследования особенностей течения используется известная краевая задача 
в постановке «идеальной жидкости», которая описывается нелинейными дифференциальны-
ми уравнениями первого порядка в частных производных относительно контактного давления и 
компонент вектора скорости течения. В общем случае исследуемые величины представляют собой 
сложные функции, зависящие от формы очага деформации, величины контактного давления в рас-
сматриваемой точке поверхности контакта, наличия, состава и способа нанесения смазки, вели-
чины шероховатости контактирующих поверх-ностей и других факторов. В работе предлагается 
метод решения задач течения пластических слоев в новой постановке. С помощью предложенного 
математи-ческого аппарата построены алгоритм решения и компьютерная модель течения. 
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Краевая задача формулируется в соот-
ветствии с моделью «идеальной жидкости», 
что позволяет составить систему нелиней-
ных дифференциальных уравнений перво-
го порядка в частных производных относи-
тельно контактного давления и компонент 
вектора скорости течения вдоль плоскости 
течения [3-7].

Рассматривая многосвязную область, 
четверть которой показана на рис. 1, убежда-
емся в пред-сказуемости перемещений ма-
териальных точек металла деформируемого 
слоя при затекании в контур-ное ребро: от 
жестких границ инструмента в направлении 
ребра [8, 9]. 

Оси выбранной системы координат со-
впадают с секущими плоскостями сим-
метрии, одновременно являясь линиями 
раздела течения. Указанную четверть много-
связной области разобьем, как показано на 
рис. 1, на подобласти с характерным течени-
ем металла деформируемого тонкого слоя, 
введя обозначения S11, S12, S13 – имеющие 
одинаковую толщину h1, а также подобласти 
S21, S22, S23 с толщиной h2 соответствен-
но. Прямолинейные границы подобластей 
упрощают задание краевых условий на этих 

границах. В научных публикациях [8-13] при 
участии автора рассмотрены подобные кра-
евые задачи, на которых в данной работе 
останавливаться не будем.

Наиболее сложная в математическом описа-
нии модель течения реализуется в односвязной 
переходной области S13 пластического слоя, при 
рассмотрении которой удобно перейти к поляр-
ной системе координат с дополнительным раз-
биением этой области на три подобласти, обо-
значив их соответственно S131, S132, S133, т.е. 
рассматриваемая локальная область является 
объединением указанных подобластей.

Выделенная область S13 ограничена прямо-
линейными участками и дугами окружностей 
радиусами r2 и r3, как показано на рис. 2. Для 
нахождения решения краевой задачи предста-
вим область исследования S_13 следующим на-
бором подобластей:

Переменные параметры в полярной системе 
координат, участвующие в описании границ по-
добластей, составляющих S_13, описаны нера-
венствами (1):
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Необходимо заметить, что выражение (22) 
дает приближенное значение для силы дефор-
мирования в подобласти . Такой результат мож-
но считать допустимым для инженерных рас-
четов в силу малости этой области. В реальных 
поковках эта область может выродиться в ли-
нию раздела течений [14, 15]. 

КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ПРОЦЕССА ИЗГОТОВЛЕНИЯ 

ПЛОСКОГО ФЛАНЦА С КОНТУРНЫМ 
РЕБРОМ

Для моделирования рассматриваемого про-
цесса было принято решение использовать Web 
технологии:

- HTML - язык разметки;
- CSS – формальный язык для описания 

внешнего вида интерфейса;
- Javascipt – язык программирования;
- библиотека P5.js – JS библиотека для созда-

ния интерактивных визуальных элементов с по-
мощью кода в Web браузере;

- sublime text 3 – продвинутый текстовый ре-
дактор;

- браузер Google.
Такой выбор обосновывается тем, что с по-

мощью HTML и CSS можно прописать актуаль-
ный интерфейс для всей программы. Javascript 
поддерживает всю логику передачи и обработки 
данных, а также достаточно удобен для описа-
ния математического аппарата рассматрива-

емого процесса. JS библиотека P5.js использу-
ется для построения визуализации изучаемого 
объекта. Используемая библиотека позволяет 
отображать задаваемые параметры формы по-
ковки (длины сторон, углы, скругления, ширина 
канала и т.п. рис. 3), а также в реальном време-
ни отслеживать особенности поведения слоя 
материала при изготовлении сложного фланца 
и перемещение частиц слоя металла поковки с 
определенными скоростями, что соответствует 
формоизменению, происходящему в слое.

ПРОЦЕСС ВИЗУАЛИЗАЦИИ ТЕЧЕНИЯ 
ТОНКОГО СЛОЯ МЕЖДУ СБЛИЖАЮЩИМИСЯ 

ПОВЕРХНОСТЯМИ

На поверхность заготовки наносится равно-
мерная сетка из конечного количество частиц, 
которые составляют слой поковки (рис. 4). 

Количество частиц можно задать любое вну-
три программы, в пределах используемой моде-
ли, помня об ограничениях, чтобы не перегру-
жать процессор. Каждая частица представляет 
собой единичный экземпляр общего класса ча-
стиц с набором известных свойств: физических, 
химических, механических, которые опреде-
ляют состав, состояние и поведение частицы 
деформируемого слоя (например, начальное 
положение, характер движения, скорость, тем-
пературу). Известно, что перемещение любой 
материальной точки слоя в плоскости, перпен-
дикулярной к действию внешней силы, про-

Рис. 3. Отображения возможных форм поковки фланца
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исходит по кратчайшей нормали к периметру 
сечения [15-17]. Здесь красные линии, «тяну-
щиеся» за частицами представляют собой тра-
ектории их движения, которые можно интер-
претировать как линии тока при стационарном 
движении [18].

С течением времени цвет канала контурно-
го ребра постепенно приобретает цвет заготов-
ки, сигнализируя о затекании металла поковки 
в канал матрицы и о заполнении этого канала 
(рис. 6). 

Скорость перемещения частиц задается с 
помощью построенной математической мо-
дели, в зависимости от расположения частиц в 
подобласти. Продолжительность процесса и те-
кущая толщина заготовки меняются дискретно, 
как показано на рис. 7.

Представленные аналитическое решение и 
моделирование процесса течения численными 
методами с помощью разработанной компью-
терной программы позволяют, с учетом на-
чальной формы поковки, в реальном времени 
анализировать процесс течения слоев плоского 
фланца с затеканием металла в контурные ре-

бра, рассчитывать время процесса и технологи-
ческие параметры: контактное давление, силу 
деформирования, необходимую для начала про-
цесса течения, компоненты вектора скорости 
течения.

Для компьютерного моделирования состав-
лен необходимый алгоритм и написана про-
грамма, средствами которой строится модель 
течения пластического слоя поковки фланца при 
различных вводимых параметрах. Вариатив-
ность исходных данных позволяет рассчитать по 
программе параметры типовых технологических 
процессов, предназначенных для получения по-
ковок разных форм и размеров, что может по-
мочь технологу оценить результаты при выборе 
рационального варианта технологии. 
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The calculations are based on the one proposed by A.A. Ilyushin. theory of fl ow in a thin plastic layer, 
enclosed between two surfaces of tool bodies approaching according to a given law, under the assumption 
that: the material of the spreading layer is ideally plastic and volumetrically incompressible; elastic 
deformations of the tool are small and can be neglected; on the contact surfaces of the metal layer with 
the tool, the classical L. Prandtl fl ow law is accepted. To study the characteristics of the fl ow, we use the 
well-known boundary value problem in the “ideal fl uid” formulation, which is described by nonlinear 
fi rst-order partial differential equations with respect to the contact pressure and components of the 
fl ow velocity vector. In the general case, the quantities under study are complex functions that depend 
on the shape of the deformation zone, the magnitude of the contact pressure at the considered point 
of the contact surface, the presence, composition and method of applying a lubricant, the roughness of 
the contacting surfaces and other factors. The paper proposes a method for solving problems of fl ow of 
plastic layers in a new formulation. Using the proposed mathematical apparatus, a solution algorithm 
and a computer model of the fl ow were constructed.
Keywords: thin layer; contact pressure; deformation forces; kinematic parameters; computer modelling
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