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ПРИМЕНЕНИЕ ФРАКТАЛОВ 
В КОМПЬЮТЕРНОМ МОДЕЛИРОВАНИИ

Во многих трибологических исследованиях 
некоторые геометрические параметры, опре-
деляемые в евклидовом пространстве очень 
трудно измерить. Значения этих параметров 
увеличиваются при уменьшении масштаба из-
мерения. Фрактальная геометрия может быть 
использована в качестве адаптированного про-
странства, в котором шероховатость может рас-
сматриваться, как непрерывная, но недиффе-
ренцируемая функция, а размерность D этого 
пространства является внутренним параме-
тром, характеризующим рельеф поверхности. В 
данной работе фракталы выступают в качестве 
математической модели для построения слу-
чайного рельефа поверхности, которая может 
быть использована в качестве исходных данных 

при моделировании механики деформируемого 
твердого тела. 

Фрактал - геометрическая фигура, состоя-
щая из частей, представляющих собой умень-
шенную (необязательно точную) копию целого 
[1]. В свою очередь каждая часть разбивается 
на ещё меньшие копии до бесконечности. При 
этом фрактал является фигурой с дробным 
числом измерений, то есть не двухмерной и не 
трёхмерной, а, например, 1,5-мерной. На рис. 1 
представлена модель фрактала, называемая 
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Рис. 1. Фрактальная модель с размерностью 1,585
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треугольником Серпинского, с размерностью 
приближенно равной 1,585 [2]. 

Поверхности играют важную роль во множе-
стве физических и трибологических разделах, 
таких как контактная механика, трение, износ, и 
т.д. Рельеф поверхности приводит к образованию 
дискретных точек контакта, когда две шерохова-
тые, номинально плоские, поверхности сближа-
ются, реальная площадь контакта складывается 
из площади отдельных точек контакта. Для боль-
шинства металлов при нормальных нагрузках 
эта площадь составляет лишь небольшой про-
цент от видимой площади контакта. Типичные 
модели деформации поверхности являются либо 
упругими, либо пластическими, либо упругопла-
стическими и могут быть представлены в виде 
функций поверхности и констант материала [3]. 

С другой стороны, основные статистические 
параметры шероховатости, такие как высота, 
наклон и кривизна, к сожалению, не всегда не-
зависимы от масштабов длины. Неточности в 
определении наклона или вершины шерохо-
ватости поверхности систематически обуслав-
ливаются самим процессом измерения, а не 
характеристиками поверхности. Следователь-
но, приборы с разным разрешением и длиной 
сканирования дают разные значения этих ста-
тистических параметров для одной и той же 
поверхности. Поэтому очень важно характери-
зовать шероховатые поверхности с помощью 
собственных параметров, которые не зависят от 
длины или площади выборки. Именно для этого 
используется фрактальная геометрия, модели-
рование поверхностей которой описывается в 
предложенной работе.

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ 
ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ФРАКТАЛЬНЫХ 

ПОВЕРХНОСТЕЙ

Для генерации случайных профилей и по-
верхностей используется метод случайных сме-
щений, который моделирует случайную функ-
цию со спектром. Этот алгоритм для построения 
модели фрактальной поверхности, в улучшен-
ном с помощью машинного обучения виде, рас-
сматривается в данной работе. 

Для построения используются массивы дан-
ных такие же, как и в большинстве сканирующих 
методов получения изображений реального ди-
апазона, а именно массив из 2 значений: Z (x, y). 
Алгоритм метода случайных смещений шерохо-
ватых поверхностей математически описывает-
ся следующим образом. Массив элементов Z(x) 
зависит от масштаба длины. Предполагается, 
что каждый элемент массива Z(x) является не-
прерывной, но недифференцируемой функци-
ей. Это означает, что наличие сколь угодно ма-
лых элементов шероховатости может помешать 
нам достичь удовлетворительного предела:

.            (1)

Поэтому для построения модели, достаточ-
но, чтобы в каждой точке выполнялось условие 
самоподобия:

   (2)

и существовал предел  . В данном случае 
параметр H характеризует переход от непре-
рывной к дифференцируемой функции.

Если рассмотреть производную Z пропор-
циональную пределу представленной функ-
ции, то:

- при 0 < H < 1, производная равна бесконеч-
ности и функция остается непрерывной;

- при H = 0, функция становится прерывной.
Таким образом, изменяя параметр H от 0 до 

1, параметр H характеризует переход от непре-
рывной к дифференцируемой функции, причем 
диапазон 0 < H < 1 соответствует недифферен-
цируемым функциям, которые становятся более 
гладкими с увеличением H. Следовательно, H  
можно рассматривать, как показатель шерохо-
ватости. Поскольку речь идет о функциях, пред-
ставляющих собой случайные процессы, мы вы-
ражаем отношение самоподобия следующим 
образом:

.  (3)

Это соотношение можно обобщить на размер-
ность евклидова пространства E>1:

. (4)

В этом случае x представляет собой точку в 
E-мерном евклидовом пространстве RE, а ||  || яв-
ляется нормой этого пространства.

Во многих исследованиях уже проводилось 
построение поверхностей с помощью функции 
Вейерштрасса [4-8]:

  (5)

где A – масштабирующая константа, k – произ-
вольное нечетное число.

Кроме того, функцию можно представить в 
следующем виде [6]:

.  (6)

Следует отметить, что сами модели поверх-
ностей, построенные с помощью функции 
Вейерштрасса, не являются фрактальными 
ввиду того, что отсутствует изотропность ре-
зультата. Следовательно, важнейшим пунктом 
в построении является применение метода 
случайных смещений, описанного ранее, и 
проверка массива данных с помощью крите-
рия самоподобия. 
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Также следует отметить, что фактически для 
моделирования требуется 3 основных параметра:. параметр H характеризующий фракталь-
ную размерность;. начальное среднеквадратичное откло-
нение;. число точек моделирования для поверх-
ности.

Полученная фрактальная модель представ-
лена на рис. 2.

КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
РЕЛЬЕФОВ С ПОМОЩЬЮ НЕЙРОСЕТЕВОЙ 

МОДЕЛИ

Для моделирования фрактальных поверхно-
стей с применением машинного обучения было 
принято решение использовать язык програм-
мирования Python. Кроме того, были задейство-
ваны следующие библиотеки:. NumPy;. Matplotlib;. Keras.

Такой выбор обосновывается тем, что 
NumPy поддерживает многомерные массивы и 
высокоуровневые математические функции для 
работы с этими массивами. Matplotlib позволя-
ет строить точную визуализацию построенных 
моделей, а библиотека Keras была задействова-
на для машинного обучения. В качестве обуча-
ющего алгоритма использовалась генеративная 
модель обучения [9-10], чтобы генерировать но-
вые фрактальные поверхности. Вместо простого 
создания фрактальной поверхности с исполь-
зованием случайных точек, генератор создает 
фрактальные поверхности на основе распреде-
ления, изученного в процессе обучения.

Генеративные модели считаются достаточно 
новым и перспективным подходом к глубоко-
му машинному обучению. Модель используется 
для генерации новых данных, с точки зрения ве-
роятностных моделей. В основе моделирования 

лежит подбор новых данных по основному при-
знаку или ряду признаков. 

В работе для обучения использовалась функ-
ция GAN, создавая генеративные модели по сле-
дующему алгоритму:

1) Генерация случайного шума для входа ге-
нератора;

2) Создание фальшивых образов;
3) Создание настоящих образов;
4) Обучение дискриминатора на настоящих 

и фальшивых образах.
Построение фрактальных поверхностей 

происходило с помощью математического ап-
парата, описанного в работе и машинного обу-
чения на генеративных моделях. Блок-схема ра-
боты программы для построения фрактальных 
моделей представлена на рис. 3.

Таким образом, модель уже на текущем эта-
пе показала свою эффективность, в сравнении с 
методом случайных смещений ввиду того, что 
при построении поверхности с помощью гене-
ративного метода, модель не требует дополни-
тельной проверки на самоподобие. Генерация 
происходит на основе тех признаков, которые 
задаются изначально, что в разы увеличивает 
скорость построения, уменьшает ресурсоем-
кость программы и облегчает пользователю 
само построение фрактальной поверхности. 

Фрактальная поверхности, построенная в 
совокупности двух описанных в работе методов 
представлена на рис. 4 (а). На рис. 4 (б) показаны 
параметры поверхности 2D вида.

Использование предложенного метода для 
создания шероховатых поверхностей с фрак-
тальной размерностью, приводит к получению 
контура с желаемым уровнем шероховатости. 
На рис. 4 видны гладкие участки и пики, кото-
рые использовались для оценки точности по-
строенной модели по отношению к выборке 
генеративных моделей. Оценка происходит с 
помощью среднеквадратичного отклонения, и 
представлена в таблице 1 [11-12].

Рис. 2. Смоделированная фрактальная поверхность
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Значение ошибки не превышает 10% по 
отношению к единице. Можно сделать вы-
вод, что генеративный алгоритм машинного 

обучения в применении к построению мо-
делей фрактальных поверхностей является 
точным.

Рис. 3. Блок-схема построения моделей

Рис. 4. Модели фрактальных поверхностей, 
построенных с применением методов 

искусственного интеллекта

   
 

1 0,034

2 0,085

3 0,074

4 0,051

5 0,038

6 0,047

7 0,072

8 0,037

9 0,048

10 0,071

Таблица 1. Среднеквадратическая ошибка 
модели для 10 поверхностей
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ПРОВЕРКА ПОЛУЧЕННЫХ 
РЕЗУЛЬТАТОВ НА РЕАЛИСТИЧНОСТЬ

Для оценки реалистичности построенной 
модели фрактальной поверхности в качестве 
проверяющего фактора была использована мера 
отклонения точек максимума построенной с 
помощью обучения поверхности от точек мак-
симума сгенерированной заранее фрактальной 
поверхности. Для нахождения значений экстре-
мумов применялся метод Монте-Карло [13-14]. 
Результаты оценки представлены в таблице 2.

На рис. 5 приведена смоделированная фракталь-
ная поверхность с применением генеративного алго-
ритма, использованная для оценки реалистичности. 

Рис. 5. Модель фрактальной поверхности, 
использованная для оценки реалистичности

Полученные результаты показывают, что 
фрактальная модель реалистична, а фракталь-
ная размерность может быть использована в 
качестве реальных значений различных мас-
штабно-зависимых параметров, таких как 
длина поверхности и объем шероховатости. 
В дальнейшем рассматривается возможность 
применения фрактальных поверхностей, по-
лученных с помощью методов искусственно-
го интеллекта, для моделирования износа и 
контакта рельефов различной жесткости друг 
с другом, а также проведение натурных экс-
периментов с использованием компьютерных 
моделей.
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The paper considers the possibility of using artifi cial intelligence methods for computer modeling of 
fractal surfaces. Fractals act as a mathematical model for creating a random surface relief.  The random 
profi le is constructed using the random displacement method, which is an algorithm for generating 
random functions with a spectrum. Surfaces are defi ned with the help of data arrays, which are checked 
by the self-similarity condition. Based on the defi ned arrays, models are built using the Weierstrass 
function. The algorithm for constructing surfaces has been refi ned and improved using machine learning 
neural network generative models. Thus, instead of simply creating a fractal surface using random 
functions, the generator creates fractal surfaces based on the distribution learned during training. The 
verifi cation criterion is an algorithm based, in general, on a mathematical Monte Carlo method. The 
obtained results show the realism of the constructed fractal surfaces using neural networks. The models 
of the obtained surface reliefs can be used in modeling contact mechanics, mechanics of deformable 
solid bodies.
Keywords: artifi cial intelligence; data array; surface relief; machine learning; computer modeling.
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