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 ВВЕДЕНИЕ
 
Моделирование сжимаемых течений явля-

ется сложной задачей из-за наличия разрывов, 
например ударных и контактных волн, а также 
широкополосные масштабы непрерывного те-
чения. Было предложено множество схем с вы-
соким разрешением для точного определения 
параметров плавного потока и одновременного 
выявления разрывов: метод искусственной вяз-

кости [1, 2], метод уменьшения полной вариа-
ции (TVD) [3], существенно бесколебательная 
схема (ENO) [4] и взвешенная существенно бес-
колебательная схема (WENO) [5].

Метод ENO изучался Хартеном и др. в работах 
[4, 6–8]. Это был первый успешный метод высо-
кого порядка для пространственной дискретиза-
ции гиперболических законов сохранения, обла-
дающий свойством ENO. Это свойство считается 
очень полезным при численном моделировании 
гиперболических законов сохранения, поскольку 
численные методы высокого порядка часто вы-
зывают паразитные колебания, особенно вблизи 

УДК 532.59 : 532.595, 533

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СЖИМАЕМЫХ ОДНОМЕРНЫХ ТЕЧЕНИЙ 
С ПОМОЩЬЮ ПОЛУЛАГРАНЖЕВОГО ЧИСЛЕННОГО МЕТОДА ГОДУНОВА 

БЕЗ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ВЯЗКОСТИ ДЛЯ УДАРНЫХ ВОЛН

© 2024 В.В. Никонов 

Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королева, 
г. Самара, Россия

Статья поступила в редакцию 26.04.2024

Одним из наиболее важных и сложных эффектов при моделировании течения сжимаемой жидко-
сти является механизм распознавания ударных волн. Было предложено множество методов типа 
Эйлера с высоким разрешением для точного разрешения масштабов плавного потока и одновре-
менного выявления разрывов. Одним из недостатков этих методов является численная вязкость на 
ударных волнах. При проходе ударной волны параметры потока резко изменяются на расстоянии, 
равном длине свободного пробега молекулы газа, что значительно меньше размера ячейки рас-
четной сетки. Из-за численной вязкости вышеупомянутые методы типа Эйлера растягивают из-
менение параметров ударной волны на несколько ячеек сетки. В данной работе предлагается полу-
лагранжев метод Годунова без численной вязкости для ударных волн. Другой хорошо известный 
подход - это метод характеристик, который не имеет числовой вязкости и использует инвариан-
ты Римана или решатели для моделирования явления гидроудара, но в его формулировке обыч-
но пренебрегают конвективными членами. Здесь используется аналогичный подход для решения 
одномерных уравнений Эйлера, но уравнения разбиваются на части, описывающие конвекцию и 
акустические процессы отдельно, с соответствующими разными шагами по времени. При этом до-
полнительно используется итерационный точный решатель Годунова, поскольку инварианты Ри-
мана не сохраняются для умеренных и сильных скачков в идеальном газе. Предлагаемый метод 
относится к группе методов частиц в ячейке - particle-in-cell (PIC). Насколько известно автору, на 
момент выхода его первой статьи в 2011 г., посвященной данному методу, подобных численных 
схем PIC, использующих итерационный точный решатель Годунова, не существовало. В ударных 
волнах для предложенного метода свойства течения изменяются мгновенно (с точностью, зави-
сящей от размера ячейки сетки). В данной статье описано дальнейшее развитие численной схемы 
предложенного метода, а именно единая математическая формулировка для расширенного набора 
тестовых задач, рассмотренных во второй статье автора от 2022 г. В то время, как в статье 2022 г. 
использовался линейный закон распределения параметров течения для волны разрежения при мо-
делировании задачи Шу и Ошера для снижения паразитных колебаний и нелинейный закон, полу-
ченный из инвариантов Римана, для остальных тестовых задач. Полученные результаты численно-
го анализа для данных случаев (например, стандартная задача Сода об ударной трубе, задача Лакса 
в формулировке Римана, задача Шу и Ошера об ударной трубе) сравниваются с точным решением 
и данными статьи от 2022 г. Итерационный точный решатель Годунова определяет точность пред-
лагаемого метода для разрывов потока. В расчетах использовалось условие завершения итерации 
менее 10–5 для нахождения разницы давлений между текущей и предыдущей итерациями.
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скачков или других разрывов. Пространственная 
дискретизация ENO конечного объема изучалась 
в [4], где было показано, что она имеет равномер-
ную точность высокого порядка вплоть до место-
положения любого разрыва. Позже Шу и Ошер [9, 
10] разработали метод конечных разностей ENO. 
Основная идея метода ENO заключается в вы-
боре трафарета точек интерполяции, позволяю-
щего избежать появления колебаний. То есть вы-
бирается шаблон, на котором решение меняется 
наиболее плавно, а затем аппроксимируется по-
ток на границах ячеек с высоким порядком точ-
ности, избегая тем самым больших паразитных 
колебаний, вызванных интерполяцией данных 
через разрывы.

Позже методы WENO были представлены в 
[5, 11, 12] для устранения потенциальной чис-
ленной нестабильности при выборе трафаретов 
ENO. Методы WENO используют выпуклую ком-
бинацию всех шаблонов-кандидатов ENO. Дру-
гими словами, методы WENO достигают более 
высокого порядка точности, чем методы ENO, 
в гладких областях, сохраняя при этом свойство 
ENO на разрывах.

Все упомянутые выше методы используют 
подход Эйлера к рассмотрению движения сжи-
маемой сплошной среды. Одним из недостатков 
данных методов [1-13] является большая чис-
ленная вязкость на ударных волнах. Существуют 
методы [14-17], использующие точный реша-
тель Римана, но являющиеся также методами 
Эйлера. Они тоже имеют численную вязкость на 
скачках уплотнения. Для решения этой пробле-
мы Годунов и др. [14] предлагали использовать 
подвижные сетки, что существенно усложняет 
задачу, особенно при переходе к рассмотрению 
двумерных и трехмерных областей течения. Для 
сильно разреженных газов, в частности, приме-
няется метод прямого моделирования Монте-
Карло (DSMC), в численной схеме которого [18] 
используется факт о мгновенном изменении па-
раметров течения на ударных волнах.

В этой статье используется полулагранжевый 
метод Годунова и фиксированная однородная сет-
ка, чтобы устранить недостаток численной вяз-
кости для скачков с помощью упрощенного под-
хода. В работе [19] автором был предложен метод, 
использующий подход Лагранжа к рассмотрению 
движения сжимаемой сплошной среды, и фикси-
рованную однородную сетку. Позже в [20] была 
описана реализация граничных условий для твер-
дой стенки. В этих работах было показано, что у 
данного метода отсутствует численная вязкость 
на ударных волнах. В предлагаемой работе пред-
лагается модификация метода, описанного в [19], 
[20]. Основное нововведение заключается в из-
менении формулы, по которой рассчитывается 
плотность сплошной среды для волн разрежения. 
Показано, что данная формула позволяет полу-
чать хорошие результаты для всех видов тесто-

вых задач, решенных в [19], [20]. В то время, как в 
предыдущей работе [20] для получения успешных 
результатов использовались две разные формулы: 
линейный закон распределения параметров пото-
ка в волне разрежения для задачи Шу и Ошер [21] 
об ударной трубе и нелинейный закон из [19] для 
остальных рассмотренных задач. Таким образом, 
в данной работе предлагается одна численная схе-
ма метода для решения ряда одномерных неста-
ционарных задач сжимаемых невязких течений, 
рассмотренных в [19], [20].

 
1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ

И ИДЕЯ МЕТОДА

 Уравнения Эйлера, описывающие одно-
мерную задачу движения сжимаемой сплошной 
среды, в размерных переменных имеют вид [13]

uu 0
t x x

  
  

  
,

u u 1 pu 0
t x x

  
  

   
,                    (1)

p uu 0
t x x

  
  

   
.

Здесь u  – скорость,   – плотность,   – вну-
тренняя удельная энергия, p  – давление, x  – 
координата, t  – время.

Система уравнений (1) замыкается с помо-
щью уравнения состояния для идеального газа

p ( 1)    ,                         (2)

где    – показатель адиабаты.
Годунов [14] предложил итерационный ре-

шатель Римана, реализованный в конечно-раз-
ностной схеме. Вместо последней, другими ис-
следователями позднее использовался метод 
контрольного объема. Напротив, мы используем 
подход Лагранжа.

В предыдущих работах [19], [20] предлагает-
ся следующий метод: этапы конвекции и аку-
стики рассматриваются отдельно, а разбиение 
на физические процессы производится потому, 
что локальная акустическая скорость (скорость 
звука) может сильно отличаться от конвектив-
ной скорости потока. Таким образом, на акусти-
ческом этапе решается система

u 0
t x

 
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 
,

u 1 p 0
t x

 
 

  
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p u 0
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 

  
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и уравнение (2). Система (3) получается из (1) 
отбрасыванием конвективных членов и может 
быть представлена в матричной форме следую-
щим образом:

 

t x
u uA
t x

t x

    
       
    

       
    
   
                           

(4)

где  A  – матрица Якоби

 

0 0
( 1)A 0 1

0 ( 1) 0

 
      
 
    

.        (5)

Матрица  A  может быть представлена в виде

     A R L  ,                       (6)

где [ ]  – диагональная матрица собственных 
значений матрицы Якоби (5)

 
c 0 0

0 0 0
0 0 c

 
    
  

.                     (7)

Здесь c  – скорость звука

c  
p

 


.                             (8)

Матрица соответствующих левых собствен-
ных векторов [L]  определяется как

  2

c 11
c

L 1 0
c

c 11
c

     
   

 
  

  

,                (9)

а матрица правых собственных векторов [R]  
будет равна

 

1
2c 2c
1 1R 0
2 2
c ( 1) c

2 2

    
  
   
     
    

.        (10)

Так как

    L R E ,                      (11)

где  E  - единичная диагональная матрица. Ум-
ножение системы уравнений (4) слева на матри-
цу  L  и использование уравнения (11) даёт

    

t x
u uL L
t x

t x

    
       
    
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    
   
    

.             (12)

Если  L [const] , мы можем получить из 
(12) характеристическую форму

1 1w wc 0
t x

 
 

  ,

2w 0
t





,                            (13)

3 3w wc 0
t x

 
 

 
где

1
c* 1w u

* c*
 

    
 ,

2 2
*w

c*


   ,                      (14)

3
c* 1w u

* c*
 

   


.

Здесь звездочка указывает на постоянные 
значения. Уравнение (13) описывает движение 
двух волн со скоростями c  и c , и их соответ-
ствующими значениями переноса 1w  и 3w  (14).

Систему уравнений (13) можно решить, ис-
пользуя предложенный лагранжев подход. Од-
нако в этой статье мы используем точный реша-
тель Годунова для решения полной нелинейной 
системы (1), (2), а затем вычитаем конвектив-
ную скорость из решения, чтобы получить ре-
шение уравнения (3). Более подробное описание 
метода приводится ниже.

Шаг по времени ct  на этапе акустики вы-
бирался согласно критерию Куранта:

c c
s

ht k
c  ,                          (15)

где sc  – акустическая скорость ударной волны, а 
ck  – целое число. Если, например, ck 3  , тогда 

ударная волна распространяется на три ячейки 
сетки на подшаге акустики.

На этапе конвекции решаем систему только 
с конвективными членами
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u 0
t x

 
 

 
,

u uu 0
t x

 
 

 
,                        (16)

u 0
t x

 
 

 
,

также как систему уравнений (13).
Шаг по времени на стадии конвекции выби-

рался аналогичным (15) образом:

u u
s

ht k
u 

                            
(17)

где su  –конвективная скорость ударной вол-
ны, а uk  – тоже целое число. Например, если 

uk 2   , тогда ударная волна распространяет-
ся на две ячейки сетки на подшаге конвекции. 
Если c ut t  , тогда маршевый шаг t  выбира-
ется, как 

c ct n t  ,

u ut n t  ,                           (18)

где cn  и un  - целые числа.

2. СХЕМА МЕТОДА ДЛЯ ЭТАПА «АКУСТИКИ»

На этапе акустики решается система уравне-
ний (3). Хотя мы не можем получить систему вол-
новых уравнений (13) для нелинейных случаев, 
фундаментальные свойства решения линейной 
системы (13) сохраняются и для решения нели-
нейной системы (3). Решениями для нелиней-
ной системы являются ударная волна или волна 
разрежения [14], как и для линейной системы. 
К сожалению, мы не знаем переменных 1w  и 

3w  для нелинейной системы (3), но знаем точ-
ное решение задачи Римана с помощью метода 
Годунова [14] для нелинейной системы (1), (2). 
Обозначим это решение большими перемен-
ными: LR  и RR  – плотность, L RU U  – ско-
рость, LE  и RE  – внутренняя удельная энергия, 

L RP P  – давление, и LD  и RD  – скорости рас-
пространения ударной волны или волны разре-
жения, где индексы L  и R  обозначают левую 
и правую области от границы между ячейками 
соответственно.

В предлагаемом методе переменные 
1w  и 3w  (14) заменяются на переменные 
1 L L L Lw ={P , U ,R , E }  и 3 R R R Rw ={P , U ,R , E }  , 

которые переносятся с локальными аку-
стическими скоростями L L LC D U   и 

R R RC D U  , соответственно.
Сначала нам нужно решить задачу Римана 

с помощью метода Годунова [14] для каждой 
пары ячеек ( i  и i 1 ) с данными ( i i i ip , u , ,   
и  i 1 i 1 i 1 i 1p , u , ,     ) соответственно. В резуль-

тате получаются значения больших переменных 

L L L R R R{P, U,R ,E ,D ,R ,E ,D } , которые при-
сваиваются ячейкам сетки следующим образом:

k 1
Li 1P P
  ,  k 1

Li 1U U
  ,

 
k 1

L Li 1R R
  ,

 
k 1

L Li 1E E
  ,

 
k 1

L Li 1C D U
   ,          (19)

которые представляют собой вектор 1w  волны, 
распространяющейся в отрицательном направ-
лении оси x (влево), и:

k 1
RiP P  ,

 
k 1

RiU U  ,
 

k 1
R RiR R  ,

 
k 1

R RiE E  ,
 

k 1
R RiC D U   ,           (20)

которые представляют собой вектор волны, рас-
пространяющейся вдоль положительного на-
правления оси x (вправо). В случае волны раз-
режения переменная D задает скорость более 
медленной характеристики волны разрежения. 
Например, для правой волны разрежения DR за-
дается следующим образом:

R i 1 i 1
( 1)D U c (u U)

2 
 

    ,        (21)

где i 1c   – скорость звука для i 1  ячейки сетки 
определяется по формуле (8). Для левой волны 
разрежения DL определяется как

L i i
( 1)D U c (u U)

2
 

    .          (22)

Рассмотрим волну, распространяющую-
ся вдоль положительного направления оси x 
(вправо). Ячейки сетки рассматриваются пара-
ми. Координаты ячеек после переноса на этапе 
акустики для правой волны 3w  определяются 
следующим образом:

k 1
1 i R cix x C t

 
,

 
k 1

2 i 1 R ci 1x x C t
    .                   (23)

Решение задачи ищется в следующем виде:
 1) Если удовлетворяются условия

k 1 k 1
R R 1i 1 iP P e 

  
, 

k 1 k 1
R R 1i 1 iC C e 

   ,     (24)

то для всех ячеек сетки, для которых условие 

1 j 2x x x   выполнено, решение в последу-
ющий момент времени k тривиально и может 
быть задано следующим образом:

k k 1 k 1
R R Rj i i 1

1P (P P )
2

 
  ,

 

k k 1 k 1
R R Rj i i 1

1U (U U )
2

 
  ,

k k 1 k 1
R R Rj i i 1

1R (R R )
2

 
  ,

 

k k 1 k 1
R R Rj i i 1

1E (E E )
2

 
  . (25)

2) Если удовлетворяется условия

 k 1 k 1
Ri 1 Ri 1C C e 

     и  2 1 2(x x ) e       (26)
тогда мы имеем слабый скачок, который не до-
гоняет решение из ячейки впереди. И решение 
записывается как:
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k k 1
R Rj iP P  ,

 
k k 1

R Rj iU U  ,
 

k k 1
R Rj iR R  ,

 
k k 1

R Rj iE E  , если
  1 j 1 2x x (x x ) / 2  

k k 1
R Rj i 1P P 

 ,
 

k k 1
R Rj i 1U U 

 ,
 

k k 1
R Rj i 1R R 

 ,

 
k k 1

R Rj i 1E E 
 , если

  1 2 j 2(x x ) / 2 x x   ;(27)

3) Если

 k 1 k 1
R R 1i 1 iC C e 

   ,                   (28)

тогда,
3.1) если

 k 1 k 1
R R 1i 1 iU U e 

   ,

в этом случае мы имеем ударную волну.
3.1 а) Если

1 j 1(x h / 2) x (x h / 2)    ,

тогда
k k 1

R Rj iP P  ,
 

k k 1
R Rj iU U  ,

 
k k 1

R Rj iR R  ,
 

k k 1
R Rj iE E  ;             (29)

3.1 б) если

1 j 2(x h / 2) x x   ,

тогда
k k 1

R Rj i 1P P 
 ,

 
k k 1

R Rj i 1U U 
 ,

 
k k 1

R Rj i 1R R 
 ,

 
k k 1

R Rj i 1E E 
 .             (30)

Такой вариант возможен благодаря следую-
щему отношению локальной акустической ско-
рости скачка к скорости звука невозмущенного 
потока перед его фронтом:

k 1
Ri R R

k 1
Ri 1 R R R

C D U ( 1)P 1
C c R 2 p 2






     
  

 
   

(31)

или

R

R R R

RR R

R

1 ( 1)
D U R( 1) 1

c R 2 2( 1) ( 1)
R

             
       

 

. (32)

Из графического анализа этого отношения 
оказалось, что для слабых ударных волн оно бу-
дет меньше единицы, а затем неограниченно 
возрастать.

В частности, к варианту «3.1)» относится те-
стовый пример ударной волны, рассмотренный 
Содом [22].

3.2) Если

 k 1 k 1
R R 1i 1 iU U e 

   ,

тогда имеем волну разрежения и решение для 

1 j 2x x x   определяется из инвариантов Ри-
мана для уравнений Эйлера имеет вид:

k 1 k 1
k k 1 R Ri 1 i

R R j 1j i
2 1

U UU U (x x )
x x

 
  

  


, (33)

2
k 1 k 1

k k 1 R Ri 1 i
R R j 1j i

2 1

E E
E E (x x )

x x

 
 

    
 

 
, (34)

1 1
k k1 1

R Rk k 1 k 1j j
R R Rj i i 1k 1 k 1

R Ri i 1

E E
R R R / 2

E E

 
 

 


 
    

        
    

 

, (35)

k k k
R R Rj j jP ( 1)R E   .                (36)

Вычисление формул (33-36) производилось 
в алгоритмах программ, использовавшихся в 
работах [19] и [20]. Причем в [20] при моделиро-
вании задачи Шу и Ошера вместо формул (34) и 
(35) использовался линейный закон распределе-
ния, как в формуле (33), но для величин энергии 

k
R jE  и плотности k

R jR . В данной работе также 
используются формулы (33), (34), (36), а вместо 
формулы (35) применяется выражение

     
2

1 1 1
k 1 k 12 21

Ri 1 Rik k 1 2
R j Ri j 1

2 1

R R
R R (x x )

x x

  
 


 
     

 

, (37)

которое можно получить из (34), используя фор-
мулу (2) и изоэнтропическую адиабату. Далее 
будет показано, что применение формулы (37) 
вместо (35) позволяет получить универсальную 
схему метода, с помощью которой получаются 
такие же хорошие результаты, как в работах [19] 
и [20]. При этом паразитные колебания в случае 
использования формулы (35) при решении зада-
чи Шу и Ошера не возникают.

При выполнении условий 1)-3), если оказы-
вается, что в ячейку сетки на данном подшаге 
уже было записано решение, то оно заменяет-
ся «новым», полученным из решения задачи о 
распаде разрыва. При этом уже записанное ре-
шение будет с индексом R, следующее решение, 
пришедшее в эту ячейку, будет с индексом L. По-
лученное «новое» решение берется из результа-
та задачи Римана с индексом R. Кроме того, при 
записи решения в ячейки сетки также проверя-
ется условие, чтобы распространение данных 
решений с местной «акустической» скоростью 
не обгоняло (не затирало) решение впереди иду-
щей ударной волны, если таковая существует.

Для волны, бегущей в отрицательном на-
правлении оси x (влево) и переносящей величи-

ны 1 L L L Lw ={P , U ,R , E }, условия и выражения 
получаются аналогичным образом.

 После перемещения левой и правой 
волн в каждой ячейке сетки мы имеем на-
боры величин 

k k k k
1 L L L Lw ={P , U ,R , E }  
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и 
k k k k

3 R R R Rw ={P , U ,R , E } , а также ре-
шение с прошлого подшага по времени 

k-1 k-1 k-1 k-1{p , u , , }   (см. рисунок 1), для которых 
три раза запускается решатель Римана. Первый 

раз для данных k k k k
3 R R R Rw ={P , U ,R , E }  слева 

и k-1 k-1 k-1 k-1{p , u , , }   справа (см. рисунок   2), 
полученное правое решение записывается в 
данные третьей задачи слева (см. рисунок   4). 
Второй раз для данных k-1 k-1 k-1 k-1{p , u , , }   

слева и k k k k
1 L L L Lw ={P , U ,R , E }  справа (см. 

рисунок 3), полученное левое решение запи-
сывается в данные третьей задачи справа (см. 
рисунок 4). И третий раз для данных, указан-
ных выше (см. рисунок 4). В результате снова 
получаем значения «больших» переменных 

k* k* k* k*k* k*
L L R R{P , U ,R , E ,R , E } . 

Так как давление и конвективная скорость не 
испытывают скачки в распаде разрыва, то их зна-
чения после этапа «акустики» определятся как

= , =  .                  (38)

Значения для плотности и энергии выбира-
ются следующим образом:

k k*
ñi Ri=R , 

k k*
ñi Ri=E , если 

k*
iU 0 ,

k k*
ñi Li=R , 

k k*
ñi Li=E , если  k*

iU 0 . (39)

Решение k k k k
c c c c{p , u , , }   этапа «акустики» 

получено.

Рис. 1. Начальные условия 
для трех задач Римана

3. СХЕМА МЕТОДА ДЛЯ ЭТАПА КОНВЕКЦИИ

 На этапе конвекции решает-
ся система уравнений (2) и (16). В пред-
лагаемом методе вектор величин 

k-1 k-1 k-1 k-1 k k k k
u u u u c c c c{p , u , , } {p , u , , }      перено-

сится с местной конвективной скоростью k
cu , то 

есть результаты расчета этапа «акустики» являют-
ся начальными данными для этапа конвекции. На 
этапе конвекции ячейки также рассматриваются 
попарно. Координаты ячеек после перемещения 
на этапе конвекции определяются как

k 1
1 i ui ux x u t

  ,

k 1
2 i 1 ui 1 ux x u t

    .                    (40)

Далее мы опустим индекс u , понятно, что 
здесь переменные относятся к этапу конвекции.

Решения задачи на этапе конвекции оты-
скиваются в следующем виде:

1) если выполняются условия

i 1 i 1u u e  
,  i 1 i 1e  

,   i 1 i 1e    ,(41)

то для всех ячеек сетки, для которых выполняет-
ся условие 1 j 2x x x  , решение в следующий 
момент времени k будет тривиальным

k k 1 k 1
j i i 1

1p (p p )
2

 
  ,

 

k k 1 k 1
j i i 1

1u (u u )
2

 
  ,

Рис. 2. Первая задача Римана

Рис. 3. Вторая задача Римана

Рис. 4. Третья задача Римана 
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k k 1 k 1
j i i 1

1 ( )
2

 
   

, 

k k 1 k 1
j i i 1

1 ( )
2

 
     . (42)

При записи решения (42) в ячейки сетки от-
дельно проверяется условие, чтобы распростра-
нение данного решения со скоростью конвек-
ции не обгоняло (не затирало) решение впереди 
идущей ударной волны, если таковая существу-
ет. Для этого в начале этапа конвекции опреде-
ляются положения границ всех ударных волн в 
следующий момент времени.

2) Если выполняется условие

i 1 i 1(u u ) e   ,                      (43)

то имеем ударную волну.
2.1) Если

2 1 2(x x ) e  ,                      (44)

то решение определится как:
  а) если

1 j 1 2x x (x x ) / 2   ,

тогда
k k 1
j ip p  ,

 
k k 1
j iu u  ,

 
k k 1
j i

   ,  k k 1
j i

   ; (45)

б) если

1 2 j 2(x x ) / 2 x x   ,

тогда
k k 1
j i 1p p 


, 

k k 1
j i 1u u 


, 

k k 1
j i 1


  

, 
k k 1
j i 1


   ; (46)

2.2) если

2 1 2(x x ) e  ,(47)

тогда
а) если

k 1 k 1
i 1 i 1p p e 
   ,

то сначала определяется граница разрыва
k 1 k 1

i i i 1 cx x h / 2 (u u ) t 
     , (48)

затем в ячейку j слева от границы разрыва за-
писывается решение

k k 1
j ip p 

, 
k k 1
j iu u 

, 
k k 1
j i

  
, 

k k 1
j i

   ,  (49)

а в ячейку j+1 справа от границы разрыва запи-
сываются величины

k k 1
j i 1p p 


, 

k k 1
j i 1u u 


, 

k k 1
j i 1


  

, 
k k 1
j i 1


   , (50)

б) если
k 1 k 1
i 1 i 1p p e 
   ,

решение определится как
- если

k 1 k 1
i i 1p p 

  и  1 j 1(x h / 2) x (x h / 2)    ,

тогда
k k 1
j ip p  ,

 
k k 1
j iu u  ,

 
k k 1
j i

   ,
 

k k 1
j i

   ,  (51)

- если
k 1 k 1
i i 1p p 

  и  2 j 2(x h / 2) x (x h / 2)    ,

тогда

k k 1
j i 1p p 


, 

k k 1
j i 1u u 


, 

k k 1
j i 1


  

, 
k k 1
j i 1


   .  (52)

3) Если

i 1 i 1(u u ) e   ,                          (53)

имеем волну разрежения и решение для 
1 j 2x x x   определяется из условия сохране-

ния инвариантов Римана
k 1 k 1

k k 1 i 1 i
j i j 1

2 1

u uu u (x x )
x x

 
  

  


,          (54)

2
k 1 k 1
i 1 ik k 1

j i j 1
2 1

(x x )
x x

 


   
     
  

,  (55)

1 1
k k1 1
j jk k 1 k 1

j i i 1k 1 k 1
i i 1

/ 2
 

 
 



 
                    

 

, (56)

k k k
j j jp ( 1)     .                        (57)

Вычисление формул (54-57) производилось 
в алгоритмах программ, использовавшихся в 
работах [19] и [20]. Причем в [20] при моделиро-
вании задачи Шу и Ошера вместо формул (55) и 
(56) использовался линейный закон распреде-
ления, как в формуле (54), но для величин энер-

гии k
j  и плотности k

j . В данной работе также 
используются формулы (54), (55), (57), а вместо 
формулы (56) применяется выражение

     
2

1 1 1
k 1 k 12 21
i 1 ik k 1 2

j i j 1
2 1

(x x )
x x

  
 


 
         

 

, (58)

которое аналогично формуле (37). Далее будет 
показано, что применение формулы (58) вместо 
(56) позволяет получить универсальную схему 
метода, с помощью которой получаются такие 
же хорошие результаты, как в работах [19] и [20]. 
При этом паразитные колебания в случае ис-
пользования формулы (56) при решении задачи 
Шу и Ошера не возникают.

При выполнении условий 1)-3), если оказы-
вается, что в ячейку сетки на данном подшаге 
уже было записано решение, то оно заменяет-
ся «новым», когда давление «нового» решения 
больше давления решения уже имеющегося в 
ячейке сетки.

4. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
ДЛЯ ТВЕРДОЙ СТЕНКИ

Основная идея состоит в механизме отраже-
ния волн от твердой стенки. Пусть на этапе «аку-
стики», при выполнении условий 1) - 3), волна 

3 R R R Rw ={P , U ,R , E }  двигается вправо со ско-
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ростью RC  и встречает твердую стенку, тогда 
она отражается от нее, «превращаясь» в волну 

1 R R R Rw ={P , -U ,R , E } , которая двигается вле-
во от стенки со скоростью RC . При этом, при 
распределении величин, переносимых волной 

1w , в ячейки сетки, решается задача о распаде 
разрыва методом Годунова, где переменными 
слева будут уже записанные в ячейке данные, а 

переменными справа 1 R R R Rw ={P , -U ,R , E } . В 
результате получаются новые значения больших 

переменных * * * * * * * *
L L L R R R{P , U ,R ,E ,D ,R ,E ,D } , 

которые записываются в ячейки сетки следую-
щим образом

k *
i ip P ,

 
k *
i iu U ,

 
k *
i LiR  ,

 
k *
i LiE  ,

 
k * *
i Li ic D U  .               (59)

Для волны 1 L L L Lw ={P , U ,R , E } , которая 
после встречи со стенкой «превращается» в вол-

ну 3 L L L Lw ={P , -U ,R , E } , аналогичные рас-
суждения приводят к результату

k *
i ip P ,

 
k *
i iu U ,

 
k *
i RiR  ,

 
k *
i RiE  ,

 
k * *
i Ri ic D U  .               (60)

На этапе конвекции мы имеем одну вол-
ну, которая при встрече со стенкой меняет на-
правление на обратное. Пусть, при выполне-
нии условий 1) - 3) этапа конвекции, волна 

 k k k kw p ,u , ,    двигается вправо со ско-
ростью ku  и встречает твердую стенку, тогда 
она отражается от нее, «превращаясь» в волну 

 k k k kw p , u , ,    , которая двигается вле-
во от стенки со скоростью ku . При этом, при 
распределении величин, переносимых волной 

w , в ячейки сетки решается задача о распаде 
разрыва методом Годунова, где переменными 
слева будут уже записанные в ячейке данные, 
а переменными справа  k k k kw p , u , ,    . В 
результате получаются значения больших пере-
менных * * * * * * * *

L L L R R R{P , U ,R ,E ,D ,R ,E ,D } , кото-
рые записываются в ячейки сетки по формуле (59).

Если волна  k k k kw p , u , ,    двигается 
влево, то аналогичные рассуждения приводят к 
результату, описываемому формулой (60).

5. ТЕСТИРОВАНИЕ МЕТОДА

В этом разделе мы применяем, предложен-
ный метод для решения задач с различными на-
чальными (НУ) и граничными условиями (ГУ).

Первая тестовая задача была в свое время 
предложена Содом [22] и имеет следующие НУ:

0
jp 1 ,

 
0
ju 0 ,

 
k
j 1  , если

  jx 0 ,

0
jp 0.1 ,

 
0
ju 0 ,

 
0
j 0.125  , если

  jx 0 . (61)

Область моделирования принималась рав-
ной  x 4.5,5.5  , сетка содержала 100 ячеек, 
шаг сетки составлял h 0.1 . Шаг по времени 
для процесса «акустики» выбирался соглас-
но критерию Куранта-Фридриха-Леви (15), где 

ck 1 , т.е. ударная волна на этапе «акустики» 
перемещалась на одну ячейку сетки. 

Шаг по времени для процесса конвекции 
выбирался по аналогичному правилу (17), где 

uk 2 , т.е. ударная волна на этапе конвекции 
перемещалась на две ячейки сетки. Маршевый 
шаг равнялся t 0.02020929  . Этап «акусти-
ки» выполнялся через 6 шагов по времени, т.е. 

ct 6 t  , этап конвекции – через 10 шагов 
ut 10 t  . 
Результаты расчетов после 110 маршевых 

шагов по времени показаны на рисунках 5-7 в 
сравнении с точным решением и данными пре-
дыдущей работы автора [20]. Графики показыва-
ют одинаковую точность для волны разрежения 
для предыдущего и модифицированного мето-
дов с сохранением отсутствия численной вяз-
кости для ударных волн. Следует отметить, что 
из-за накопления ошибки округления ударная 
волна запаздывает в показанный момент вре-
мени на одну ячейку сетки для обоих методов.

НУ второй тестовой задачи Лакса [23] зада-
вались следующим образом

0
jp 3.52773 ,  0

ju 0.69888 ,  k
j 0.445  , если  jx 0  ,

0
jp 0.571 ,  0

ju 0 ,  0
j 0.5  , если  jx 0 . (62)

Область моделирования принималась рав-
ной  x 8,6  , сетка содержала 140 ячеек, шаг 
сетки составлял h 0.1 . Шаг по времени для 
процесса «акустики» выбирался согласно крите-
рию (15), где ck 2 , т.е. ударная волна на этапе 
«акустики» перемещалась на две ячейки сетки. 
Шаг по времени для процесса конвекции выби-
рался по правилу (17), где uk 3 , т.е. ударная 
волна на этапе конвекции перемещалась на три 
ячейки сетки. Маршевый шаг равнялся t 0.2   , 
этапы «акустики» и конвекции выполнялись на 
каждом шаге по времени, т.е. c ut t t    .

Результаты расчетов в момент времени t 2.0  
показаны на рисунках 8–10 в сравнении с данны-
ми предыдущей работы автора [20]. Графики по-
казывают совпадение результатов для предыду-
щего и модифицированного методов и отсутствие 
численной вязкости на ударных волнах. Как и в 
первом примере, из-за накопления ошибки окру-
гления сдвиговая волна запаздывает в показан-
ный момент времени на одну ячейку сетки.

Третьей тестовой задачей является ударная 
труба Шу и Ошера. Данная задача [21] модели-
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. 5.        (61) 
 -  ,  -    ,  -   

. 6.        (61) 
 -  ,  -    ,  -   
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. 8.        (62) 
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. 10.        (62) 
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рует ударный фронт, движущийся внутри одно-
мерного невязкого потока с искусственными 
флуктуациями плотности. Начальными услови-
ями для моделирования являются:

0
jp 10.3333 ,

 
0
ju 2.629369 ,

 
0
j 3.857143  ,

 если  jx 1 8 ,

0
jp 1.0

, 
0
ju 0

, 
0
j 1+0.2sin(16 x)  

,

 если jx 1 8 .                                                   (63)
Область моделирования принималась рав-

ной  x 0,1 . Использовались три вида сеток: 
грубая сетка (192 узлов), мелкая сетка (384 уз-
лов) и более мелкая сетка (1000 узлов). Шаг 
по времени на этапе акустики выбирался по 
критерию Куранта (15), где ck 2  - т.е. удар-
ная волна распространяется через две ячейки 
сетки на этапе акустики (для всех сеток). Шаг 
по времени на этапе конвекции выбирался со-
гласно (17), где uk 5  - т. е. ударная волна рас-
пространяется через пять ячеек сетки на этапе 
конвекции (для всех сеток). Маршевый шаг вре-
мени был t 0.010270978683   для грубой сет-
ки, t 0.005135489341   – для мелкой сетки и 

t 0.001972027907   – для более мелкой сетки. 
Стадии акустики и конвекции выполнялись на 
каждом шаге по времени, т. е. c ut t t    .

Результаты показаны на рисунках 11–13 в 
сравнении с «точным» решением [21] в момент 
времени t 0.178 . Из данных, представленных 
на рисунках, видно, что результаты на мелкой 
и более мелкой сетках точнее, чем на грубой. 
Предложенный метод имеет большую точность, 
чем предыдущий [20], как мы видим на рисунке 
12. Однако из-за накопления ошибки округле-
ния ударная волна задерживается на несколько 
ячеек сетки для грубой сетки в показанный мо-
мент времени (рисунок 11).

НУ четвертой тестовой задачи задавались 
следующим образом

0
jp 101325.0 ,

 
0
ju 600.0 ,

 
k
j 1.25  ,   (64)

при этом в момент времени t 0  в сечении 
x 0  канала опускалась непроницаемая пере-
городка.

Область моделирования принималась рав-
ной  x 5,5  , сетка содержала 100 ячеек, шаг 
сетки составлял h 0.1 . Шаг по времени для 
процесса «акустики» выбирался согласно крите-
рию (15), где ck 2 , т.е. ударная волна на этапе 
«акустики» перемещалась на 2 ячейки сетки. Шаг 
по времени для процесса конвекции выбирался 
по правилу (17), где uk 5 , т.е. ударная волна на 
этапе конвекции перемещалась на 5 ячеек сет-
ки. Маршевый шаг равнялся t 0.00079  . Этапы 
«акустики» и конвекции выполнялись на каж-

. 11.           (63) 
    (192 ): 

  - « »  [21],  -    ,  -   
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. 12.           (63)  
   (384 ): 

  - « »  [21],  -    ,  -   

. 13.           (63)  
    (1000 ):  
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дом шаге по времени, т.е. c ut t t    .
Результаты расчетов в момент времени 

t 0.00474  показаны на рисунках 14-16 в срав-
нении с точным решением. Графики показыва-
ют совпадение результатов для предыдущего и 
модифицированного методов и отсутствие чис-
ленной вязкости на ударных волнах, при этом 
также отсутствует запаздывание ударной волны.

6. ВЫВОДЫ

Результаты численного решения для выше-
упомянутых известных тестовых случаев срав-
нивались с точными решениями и данными 
Хартена. На основании полученных результатов 
можно сделать следующие выводы:

1) Преимуществом предлагаемого метода по 
сравнению с известными методами TVD, ENO и 
WENO является отсутствие численной вязкости 
(диффузии) ударных волн.

2) По сравнению с методами MOC не прене-
брегаются конвективными членами, что важно 
при моделировании течения газа.

3) Со временем ударные волны или волны 
разрежения могут распространяться несколько 
медленнее или быстрее, чем в точном решении. 
Это можно объяснить округлением положения 
волновых фронтов до точности ячейки сетки за 
счет использования фиксированной однород-
ной сетки.

4) Предложенная модификация полулагран-
жевого численного метода позволяет получить 
более универсальный метод для рассмотренно-
го класса задач с сохранением точности, а в слу-
чае задачи Шу и Ошера об ударной трубе даже с 
её повышением.

Точность предлагаемого метода определяет-
ся итерационным точным решателем Годунова 
для разрывов потока. В расчетах мы использу-
ем условие завершения итерации менее 10–5 для 
нахождения разницы давлений между текущей 
и предыдущей итерациями.
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MATHEMATICAL MODELING OF COMPRESSIBLE ONE-DIMENSIONAL FLOWS 
USING THE SEMI-LAGRANGIAN NUMERICAL GODUNOV METHOD 

WITHOUT COMPUTATIONAL VISCOSITY FOR SHOCK WAVES

© 2024 V.V. Nikonov
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One of the most important and complex effects in compressible fl uid fl ow simulation is a shock-capturing 
mechanism. Numerous high-resolution Euler-type methods have been proposed to resolve smooth fl ow 
scales accurately and to capture the discontinuities simultaneously. One of the disadvantages of these 
methods is a numerical viscosity for shocks. In the shock, the fl ow parameters change abruptly at a distance 
equal to the mean free path of a gas molecule, which is much smaller than the cell size of the computational 
grid. Due to the numerical viscosity, the aforementioned Euler-type methods stretch the parameter change 
in the shock over few grid cells. We introduce a semi-Lagrangian Godunov-type method without numerical 
viscosity for shocks. Another well-known approach is a method of characteristics that has no numerical 
viscosity and uses the Riemann invariants or solvers for water hammer phenomenon modeling, but in 
its formulation the convective terms are typically neglected. We use a similar approach to solve the one-
dimensional adiabatic gas dynamics equations, but we split the equations into parts describing convection 
and acoustic processes separately, with corresponding different time steps. When we are looking for the 
solution to the one-dimensional problem of the scalar hyperbolic conservation law by the proposed method, 
we additionally use the iterative Godunov exact solver, because the Riemann invariants are non-conserved 
for moderate and strong shocks in an ideal gas. In the shock for the proposed method, the fl ow properties 
change instantaneously (with an accuracy dependent on the grid cell size). The proposed method belongs 
to a group of particle-in-cell (PIC) methods. To the best of the author’s knowledge, there were no similar 
PIC numerical schemes utilizing the Riemann invariants or the iterative Godunov exact solver prior to 2011 
(as described in the fi rst author’s publication detailing the numerical method). This article delineates the 
further advancement of the numerical scheme of the proposed method, specifi cally presenting a unifi ed 
mathematical formulation for an expanded set of test problems as outlined in the author’s second article from 
2022. In the 2022 article, a linear law of distribution of fl ow parameters was employed for a rarefaction wave 
when modeling the Shu-Osher problem, aimed at reducing parasitic oscillations. Additionally, a nonlinear 
law derived from Riemann invariants was utilized for the remaining test problems. The obtained results of 
numerical analysis for these cases, including the standard shock-tube problem of Sod, the Riemann problem 
of Lax, and the Shu–Osher shock-tube problem, are compared with both the exact solution and the data 
presented in the 2022 paper. The iterative Godunov exact solver determines the accuracy of the proposed 
method for fl ow discontinuities. In calculations, we use the iteration termination condition less than 10−5 to 
fi nd the pressure difference between the current and previous iterations.
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