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ВВЕДЕНИЕ

Внецентренное растяжение (сжатие) вызы-
вается внешними силами, линия действия ко-
торых не совпадает с осью стержня, а смещена 
относительно оси и параллельна ей (рис. 1). Это 
один из видов сложного деформированного со-
стояния стержня, представляющего собой сово-
купность осевого растяжения (сжатия) и чистого 
косого изгиба. При этом в поперечном сечении 
возникают три внутренних силовых фактора: 
продольная сила N и два изгибающих момен-
та MY и MZ относительно главных центральных 
осей сечения Y и Z.

Внутренние силовые факторы необходи-
мы для теоретического расчета напряжений и 
деформаций в стержне. Полученные значения 
подтверждают с помощью натурных экспери-
ментов, в которых соответствующие напряже-
ния и деформации определяются тензометри-
ческим методом.

Тензодатчик (тензорезистор) является прибо-
ром для измерения деформаций, работающим по 
принципу изменения сопротивления металлов и 
полупроводников. Принципы измерения усилий 
тензодатчиком приведены в работах [1, 2].

Конструктивно тензорезистор представля-
ет из себя тонкую пластину с расположенным 
на ней чувствительным элементом, которую 
приклеивают к объекту измерения (рис. 2). При 
деформации объекта исследования меняется 
сопротивление резистора, а, следовательно, ме-
няется и сигнал, получаемый от тензорезистора.

В случае внецентренного растяжения [3] не-
жесткого (длинного) стержня прямоугольного 
сечения с размерами b и h (рис. 3) силами, линия 
действия которых расположена в одной из глав-
ных плоскостей стержня  0,p p cy z e W   , 
один из изгибающих моментов (MZ) равен нулю, 
и напряжения в сечении будут линейно зависеть 
только от одной координаты (z). Нейтральная 
линия в этом случае проходит параллельно оси 
Y, отсекая на оси Z отрезок
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где e – эксцентриситет до нагружения стержня 
силой F, WC – линейное перемещение (прогиб) 
среднего сечения, (e – WC) – эксцентриситет по-
сле нагружения силой F.

Ядро сечения для прямоугольника (на рис. 3 
заштриховано) имеет форму ромба с диагоналя-
ми b/3 и h/3.

Наибольшие напряжения возникают в точ-
ках стороны D, а наименьшие – в точках сторо-
ны E. Они одинаковы по всей длине стержня и 
определяются  алгебраической суммой напря-
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жения от растяжения и наибольшего напряже-
ния с учетом перемещения (прогиба) среднего 
сечения стержня

   max( )
min( ) 2

6
,D C C

E
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N e W F e WN F
A W bh bh


 

      (2)

где yW  – осевой момент сопротивления прямо-
угольника.

Знак минимального напряжения плюс (рас-
тяжение) или минус (сжатие) зависит от величи-
ны эксцентриситета e и прогиба CW . Возможны 
три характерных случая:

  / 6Ce W h  (линия действия силы прохо-
дит внутри ядра сечения). В этом случае min 0,   
а т.к. max 0,   то во всех точках сечения действу-
ют только растягивающие напряжения;

  / 6Ce W h   (линия действия силы про-
ходит через границу ядра сечения). В этом слу-
чае min 0,   max 0,  следовательно, во всех 
точках сечения действуют только растягиваю-
щие напряжения;

  / 6Ce W h   (линия действия силы про-
ходит вне ядра сечения). Напряжения в сечении 
будут разных знаков: min 0,   а max 0. 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ

Эмпирические значения относительных 
продольных деформаций и прогибов в середине 
стержня были получены с использованием ком-
плекса СМ-1 (рис. 4).

Некоторые основные элементы сборки ком-
плекса СМ-1 на схеме (рис. 5) обозначены номе-
рами: 1 – силовая плита стола; 2 и 3 – опорные 
стойки; 11 – датчик усилий; 14 – штурвал для 
нагружения образца; 15 – испытуемый образец; 
18 – стойка с индикатором часового типа 19, с 
помощью которого определялась величина про-
гиба CW .

Относительная деформация   продольных 
волокон сторон D и E измеряется с помощью 
тензорезисторов ТР 1 и ТР 2, которые указаны 
на рисунке 5.

Геометрические параметры исследуемого 
образца: b = h = e =

Нагружение образца производилось после-
довательно силами 1 кН, 2 кН, 3 кН, 4 кН, 8 кН, 
16 кН, контролируя значение силы по табло бло-
ка измерителя силы. На каждом уровне нагру-
зок снимались показания тензорезисторов ТР 1 
и ТР 2 по табло блока измерителя деформаций. 
На основе показаний ТР 1 и ТР 2 определялись 
относительные деформации в точках сторон D и 
Е образца соответственно.

Так как при внецентренном растяжении 
стержень подвергается чистому изгибу, а напря-
женное состояние линейное, то эксперименталь-
ное напряжение определяются по закону Гука:

 ,E                                   (3)

где E  – модуль продольной упругости материала 

. 55.        -1 
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образца,   – относительная линейная деформа-
ция в той точке, где определяются напряжения.

Результаты, полученные на основе прове-
денного эксперимента, представлены в табл. 1.

АНАЛИЗ МЕТОДОМ
 КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Внецентренное растяжение образца с указан-
ными выше геометрическими параметрами мо-
делировалось методом конечных элементов [4].

При проведении конечно-элементного рас-
чета изделия на прочность нередко возникает 
необходимость сравнить величины напряже-
ний, полученных в результате математического 
моделирования с результатами эксперимента. 
Такого рода ситуации чаще всего связаны с тен-
зометрированием. Возникает вопрос, какие на-
пряжения, полученные численным моделирова-
нием, сравнивать с показаниями тензодатчика.

Изгибную составляющую напряжений тонкая 
пластина воспринимать не может. Поэтому, с точ-

ки зрения математического моделирования, не-
обходимо вводить осредненные напряжения по 
всей площади чувствительного элемента. Это мож-
но сделать, создав оболочечное тело с размерами 
тензодатчика и использованием четырехузлового 
конечного элемента. В настройках поведения этого 
элемента указывается, что его жесткость является 
исключительно оценочной величиной для опреде-
ления напряжений и деформаций и не оказывает 
влияния на общую жесткость конструкции.

В ходе компьютерного моделирования была 
создана твердотельная трехмерная модель 
стержня (рис. 6). В дальнейших расчетах исполь-
зовалась четверть этой модели, что является 
возможным с учетом симметрии геометриче-
ских параметров и нагрузок относительно коор-
динатных плоскостей XY и YZ.

Твердотельная модель была разбита трехмер-
ными конечными элементами, имеющих форму 
прямоугольных параллелепипедов в месте нахож-
дения тензодатчиков (рис.  7). Два тензодатчика, 
каждый из которых смоделирован одним оболо-

. 6.     
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чечным элементом, связанным со стержнем кон-
тактной парой без возможности разделения или 
скольжения. В качестве граничных условий ис-
пользовалась упомянутая ранее симметрия, а так 
же закрепление модели в одной точке в направ-
лении оси Y для исключения ее движения, как 
абсолютно твердого тела, и приложение распре-
деленной нагрузки в цилиндрическом отверстии 
в направлении оси X. Учет симметрии стержня 
относительно плоскости XY означает, что при-
ложенная к модели нагрузка является половиной 
нагрузки, прикладываемой к реальному стержню.

После решения данной задачи методом ко-
нечных элементов можно просматривать раз-
личные результаты для всей модели, например, 
прогибы стержня в виде поля перемещений 
вдоль оси Y (рис. 8), а так же интересующие нас 
осредненные значения нормальных напряже-
ний вдоль оси стержня X (рис.  9) и линейных 
деформаций вдоль оси X (рис. 10) в элементах, 
моделирующих тензодатчики.

Результаты численного анализа методом ко-
нечных элементов представлены в табл. 1.

АНАЛИТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ

Прогибы в середине стержня были опреде-
лены по формулам сопротивления материалов 
методом начальных параметров:

0
2

0 0

,

,
2

EI EI Mx

MxEIy EIy EI x

 



 



  

            (4)

где E=2.105  МПа – модуль упругости стали, 

bhI = = – момент инерции попереч-

ного сечения стержня относительно нейтраль-
ной оси, M Fe  – изгибающий момент силы F, 
  – угол поворота поперечного сечения, x – ко-
ордината сечения, y – величина прогиба, 0 , 0y  – 
начальные параметры (угол поворота и величина 
прогиба в начале координат), начало координат 
находится в точке О (рис. 3).

Для нахождения начальных параметров ис-
пользовались следующие граничные условия:

lx

x y

θ=

=
                    

(5)

где l=480 мм – длина стержня.
Для значений сил F=1  кН, 2  кН, 3  кН ре-

зультаты аналитического расчета представ-
лены в табл.  1. В аналитическом расчете не 
учитывается изменения положения и на-
правления приложенных нагрузок, поэтому 

. 8.      Y    

  

. 9. 
 

      
 

 X:  – 1;  – 22
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при больших действительных перемещениях 
результаты аналитического расчета сильно 
отличаются от результатов эксперимента. В 
численном анализе большие перемещения 
учитываются.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

Все полученные в работе результаты сведе-
ны в табл. 1.

В работе было проведено исследование 
напряженно-деформированного состояния 
нежесткого стержня экспериментальным ме-
тодом с использованием установки СМ-1, ана-
литическим методом на основе формул со-
противления материалов и методом конечных 
элементов.

Напряжения и деформации определялись в 
местах крепления тензорезисторов в середине 
стержня. Наличие тензодатчиков при решении 
методом конечных элементов было учтено соз-
данием отдельных оболочечных элементов, не 
влияющих на жесткость стержня.

Анализ результатов из табл.  1 показывает, 
что было получено удовлетворительное соот-
ветствие исследуемых величин, найденных экс-
периментальным методом и методом конечных 

,  1 2 3 4 8 16

 
 

1, 10-4 2.83 4.81 6.04 7.14 9.50 12.14
2, 10-4 -2.14 -3.37 -4.01 -4.22 -3.61 0.42

max,  57 96 121 143 190 226
min,  -43 -67 -80 -84 -72 2
WC, 2.41 3.85 4.87 5.62 7.53 8.98

 
 

 

1, 10-4 2.76 4.63 5.96 6.94 9.20 11.31
2, 10-4 -2.05 -3.20 -3.82 -4.09 -3.49 0.12

max,  55 93 119 139 184 226
min,  -41 -64 -76 -82 -70 3
WC, 2.12 3.61 4.69 5.52 7.45 8.93

 
 

 

max,  57 96 121 - - -
min,  -43 -67 -80 - - -
WC, 2.52 5.04 7.56 - - -

Таблица 1. Результаты эксперимента, численного и аналитического расчетов

. 10. 
 

    
 

 X:  – 1;  – 2

элементов, а так же аналитическим методом 
при небольших нагрузках, когда не возникает 
больших перемещений.
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