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В статье рассмотрена задача обеспечения надежности совокупности элементов, узлов, комплектов 
изделий, поступающих от поставщиков на финишную сборку, а также контроль и мониторинг со-
стояния элементов и подсистем технологических и производственных систем во всей кооперации. 
Представлено исследование структур сложных систем. Под структурой системы в статье понимается 
схематически или математически представленный состав основных элементов системы, необходи-
мый и достаточный для достижения цели исследования; под элементом системы понимается условно 
неделимая часть системы, признак выделения которой определяется постановкой цели исследова-
ния; под связью в системе понимается условие, определяющее одно из взаимодействий элементов 
системы.  Приводятся результаты исследования системы с экспоненциальной функцией надежности 
и постоянным временем восстановления, готовности и ее дисперсии для заданного числа циклов, 
конечного интервала времени и установившегося состояния. Определены критерии расчета системы, 
основанные на модели ее стоимости и включающие функцию готовности. Описаны методы иссле-
дования чувствительности оптимальных значений среднего времени до отказа системы и среднего 
времени восстановления во всей системе в целом. Обоснован вывод о том, что установившаяся готов-
ность не зависит от распределений времени работы до отказа и времени восстановления системы и 
на конечном интервале времени определяется математическим ожиданием доли времени безотказ-
ной работы. Получены приближения для распределения величины установившейся готовности обо-
рудования, которые в совокупности с экономическими факторами можно использовать для ответа на 
вопрос о запуске системы в течение первого цикла или в начальный период времени. Приведены ре-
зультаты исследования проблемы оптимального конструирования системы с учетом экономических 
факторов и функция установившейся готовности. Сделан вывод о возможной практической реализа-
ции результатов исследования на основе использования современных средств цифровизации для си-
стематизации информации по контролю качества сложных производственных структур, комплексов 
машин и других сложных технических и технологических систем.
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Данное исследование было проведено в рамках работы по Соглашению о предоставлении 
из федерального бюджета гранта на проведение крупных научных проектов по приоритетным 
направлениям научно-технологического развития № 075-15-2024-527 от «23» апреля 2024 г.

ВВЕДЕНИЕ

В последнее время все актуальнее стоит вопрос об интеграции технологических систем корпо-
раций в единую систему для выполнения заказов, разделении функций отдельных предприятий 
при создании высокотехнологичной продукции в соответствии с наилучшими компетенциями 
[1-5]. Эти же вопросы возникают при кооперации малых предприятий, по аналогии с зарубежным 
опытом аутсорсинга, например, компаний Boeing и Airbus [6-9].
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В этих условиях весьма серьезной и актуальной становится задача обеспечения надежности со-
вокупности элементов, узлов, комплектов изделий, поступающих от поставщиков на финишную 
сборку, а также контроль и мониторинг состояния элементов и подсистем технологических и про-
изводственных систем во всей кооперации [10,11]. 

Поскольку сложные системы, в том числе и системы машин, имеют большое число элементов 
и связей, рассматривать всю совокупность которых при решении практических задач бывает не-
возможно и нецелесообразно, то будем исследовать не сами системы, а их структуры. При этом под 
структурой системы будет пониматься схематически или математически представленный состав 
основных элементов системы, необходимый и достаточный для достижения цели исследования. 
Под связью в системе будет пониматься условие, определяющее одно из взаимодействий элемен-
тов системы. Понятие «элемент системы» является условным понятием, поэтому в дальнейшем под 
элементом системы будет пониматься условно неделимая часть системы, признак выделения кото-
рой определяется постановкой цели исследования.

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

Исследуем систему с экспоненциальной функцией надежности и постоянным временем вос-
становления, готовность и ее дисперсию для заданного числа циклов, конечного интервала време-
ни и установившегося состояния. Приведем некоторые критерии расчета системы, основанные на 
модели ее стоимости и включающие функцию готовности [12-14]. Получим оптимальные значения 
среднего времени до отказа системы и среднего времени восстановления. Опишем методы иссле-
дования чувствительности этих оптимальных значений во всей системе в целом.

Рассмотрим подсистему, для которой время до отказа имеет экспоненциальное распределение:

   1 1expf t m m t   ,

где m – среднее время отказа. 
Если система отказывает, то время восстановления R предполагается постоянным. Это предпо-

ложение имеет смысл, так как в настоящее время поиск неисправностей проводится автоматически 
с точностью до сменного модуля при исследовании оборудования и ремонте «по состоянию».

Существуют системы, для которых готовность полной системы определяется готовностью всех 
входящих в нее подсистем и элементов. Кроме того, все подсистемы контролируются таким обра-
зом, чтобы функции надежности совпадали. Например, в некоторых системах связи всех подсистем 
должны иметь вероятность безотказной работы в течение суток 0,98. В этом случае:

 1 1

24

exp 0,98m tm dt


   , откуда m=1200 час.
 

Это значение можно использовать в качестве субъективного критерия для расчета системы. Та-
ким образом, если для готовности системы необходима готовность одновременно S подсистем (эле-
ментов), интенсивность отказов каждой подсистемы равна 1m  и отказы подсистем независимы, то 
время до отказа всей системы распределено по закону:

   1 1exp
St
mSf t Sm Sm t e

m


   

 
.                                                       (1)

Готовность есть часть времени, когда система работоспособна. Следовательно, в течение одного 
цикла готовность системы равна  /t t R , где t  рассматривается как функция  и имеет распре-
деление (1). Таким образом, готовность на одном цикле А(1) равна среднему значению величины 

 /t t R . 
Следовательно,

     1(1) exp
S

S tSA t t R dtm m


   ,

то есть является преобразованием Лапласа функции  Rtt / , умноженной на S m . Легко пока-
зать, что:

   (1) exp 1,A K K K   ,

или, что эквивалентно:
   (1) 1 exp iA K K E K  ,
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где K RS m ;  ,b y
 – неполная гамма-функция, определяемая выражением:

    1, exp b

y

b y U U dU


   ,

   1 expi
x

E x d  


  .

Дисперсию функции  t t R  назовем дисперсией готовности. Приближенную оценку этой ве-
личины можно получить, используя формулу:

        
2

V f t f E t V t ,                                                               (2)

по которой дисперсия функции от t  равна квадрату первой производной этой функции, вычис-
ленной для среднего значения переменной t , умноженному на дисперсию переменной t . Та-
ким образом, если    f t t t R   и t  распределено по (1), то:  E t m S ;    2/V t m S ; 

   2 1 yV t t R K K    .

Общее время работы системы за i  циклов равно T iR , где 
1

j i

S
j

T t




 , и следовательно, равно 
i -кратной свертке переменной t .

Так как t  распределено экспоненциально, Т имеет гамма-распределение с i  степенями свободы. 
Таким образом, готовность системы для i  циклов  iA  есть среднее значение функции  /T T iR  
и равно:

     1

0

A i T T iR g T dt  ,

где         11 exp /ig T T S m i TS m
   .

Имеем:

       

                  1

1

exp ,

exp 1 /

i

j i
i i i j j

i
j

A i i iK iK i iK

A i S m i iK iK E iK j iK m S


 



  

 
      

 
 ,

 

где

 
   1 expi

u

E x d  


  .

Приблизительную оценку для дисперсии готовности, обозначаемую для i  циклов через 

  V A i , можно получить с помощью выкладок в [15].

Подставляя в него  E T im S ,    2V T i m S  и     1f T T T iR   , получаем выражение 

     41 2 1V A i i K K   , справедливость которого вытекает также из независимости циклов. 
Установившаяся готовность есть предел готовности для многих циклов, когда число циклов 

стремится к бесконечности. Установившуюся готовность можно вычислить как взвешенное среднее 
значение функции  t t R  для одного цикла, то есть:

                                            

      

    

1

0

0

/ exp /

/ exp /

t t R t S m tS m dt
A

t S m tS m dt










 







,                                               (3)

где весовой коэффициент   Rtt  . Известно, что:

  11A K  
                                                                              (4)

при /m S R  для некоторых систем (m =1200 час., R =0,25час. и 60S  ) 1 .A K   
Можно легко показать, что результат в выражении (4) не зависит от распределения t (и R ). Чис-

литель выражения (3) равен /m S , а знаменатель равен /R m S . Откуда и получается (4). Если R  
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рассматривать как случайную переменную, то (3) имеет два (двойных) интеграла. Однако результат 
остается прежним. Когда t  и R  распределены экспоненциально, можно использовать метод Мар-
кова, как это показано в [15].

Дисперсию установившейся готовности  V A  можно получить из среднего взвешенного значе-
ния второго момента функции  /t t R

Таким образом,

 
      

      

22

0

2

0

/ exp /

/ exp / 1

t t R t S m tS m dt
V A

t S m tS m dt K











 


  




,

где весовой коэффициент  t t R   . Остается оценить:

     12

0

/ exp /I t t R S m tS m dt


   .

Имеем      22 / exp 2,I S m R K K   или:

        1 2/ 1 exp exp iI S m iR mS R K E K     .

Известно, что для всех значений K  и i     1A A i A i   . Будем говорить, что произошло со-
бытие n , если в  интервале времени (0, Т) наступило n  отказов. Обозначим через V событие, заклю-
чающееся в том, что в момент Т система работоспособна, и через V* – обратное событие. Обозначим 
через  ,Q n T  вероятность одновременного наступления n событий V, и через  ,Q n T  – вероят-
ность одновременного наступления n событий V*. Обозначим  ,P n T  вероятность наступления n 
событий.

По теореме полной вероятности:
     *, , ,P n T Q n T Q n T  .

Найдем  ,Q n T . Событие n, V могут одновременно наступить только в том случае, если послед-
ний отказ системы произошел не позже момента T–R. Вероятность того, что в интервале времени  
(0, Т) система вообще проработала безотказно, равна  exp /TS m . Вероятность того, что в интер-
вале времени  (0, Т) произошел отказ, равна:

      1 1

0

1, exp / exp
T R

Q T Sm tS m Sm T t R dt


      .

Откуда:

      1 11, expQ T Sm T R Sm T R    .

Вероятность  ,Q n T  для n=2 равна:

 
1 2 1

2

2 1
0

2,
T R T R

t t t R

Q T A B Cdt dt
 

  

    ,

где  1 1
1expA Sm Sm t    – вероятность того, что первый отказ произошел в момент t1, 

  1 1
2 1expB Sm Sm t t R      – вероятность того, что второй отказ произошел через время 

 2 1t t R   после устранения первого отказа и   1
2expC Sm T t R     вероятность того, что 

на интервале ( 2 , )t R T  отказов больше не наступало. Тогда:

        22 2 12, 1/ 2 2 exp 2Q T S m T R Sm T R     .

Используя метод, с помощью которого получено выражение для  2,Q T , имеем:

       

1

1 1 1
1

1 1

, ... exp exp
i i

n nT n i R

i i n it t R
i i

Q n T Sm Sm t t R T t R dt


    
 

 

           ,

где i=1, 2, ...., n и t0=–R .
После упрощения получаем:
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         

1

11

1

, exp ...
i i

nT n i Rn

it t R
i

Q n T Sm T nR dt


  

 


       ,                               (5)

После  n i –кратного интегрирования, при  n i n  , подинтегральная функция  I n i  
определяется выражением

       1
1

n i
iI n i n i I T t n i R

 
       .

Тогда после п-кратного интегрирования интегральная часть выражения (5) равна:

     1 nI n nI T nR  .

Откуда для n=0, 1, 2, ...,  /T R  получаем осеченное модифицированное распределение Пуассона:

          1 1 1, exp
n nQ n T nI Sm T nR Sm T nR      .

Найдем  ,Q n T . Очевидно, что  0, 0Q T  , так как если на интервале (0, Т) отказы отсут-
ствуют, то в момент Т система должна быть работоспособна. Одновременное наступление двух со-
бытий, первое из которых состоит в появлении n отказов на интервале (0, Т),  1 /n T R  , а вто-
рое – в том, что система не работоспособна в момент Т, может произойти тогда и только тогда, когда 
на интервале (0, t), T–R<t<T, появилось (n–1) отказов, система работоспособна в момент t и на ин-
тервале (t, T) произошел еще одни отказ системы. Тогда перемножая соответствующие вероятности 
и интегрируя по t на интервале (T–R, T), получаем [3]:

     * , 1, 1,
T

T R
Q n T Q n t P T t dt


    .                                                   (6)

где    1, 1 exp /P x Sx m   . Если T / R – не целое число, надо рассматривать вероятность 

  * 1 / ,Q T R T . В этом случае нижний предел интеграла в (6) надо заменить на  /T R . Следова-
тельно, общее выражение для  * ,Q n T  имеет вид:

     
  

*

max , 1
, 1, 1,

T

T R n R
Q n T Q n t P T t dt

 
  

 
.                                          (7)

Когда T / R есть целое число,   * / ,Q T T R T , определяемое (7) исчезает.
Если происходит событие, описываемое вероятностью  TnQ , , то время безотказной работы 

системы равно T nR . Если происходит событие, описываемое вероятностью  * ,Q n T , то мате-
матическое ожидание времени безотказной работы равно  1 / 2T n R R    для  1 /n T R   

и      1 1 / 2T n R T n R      для  1 /n T R  . Доля времени безотказной работы на ин-
тервале (0, Т) определяется отношением соответствующего математического ожидания к Т. Тогда 
готовность А(Т) на конечном интервале времени определяется математическим ожиданием доли 
времени безотказной работы, то есть имеет вид:

 

      

            

/ 1
0

/ 11 * *
0

,

1/ 2 , 1 2 1 / ,

T R

n

T R

n

A T T nR T Q n T

T n R T Q n T T n R T Q T R T







  

      


  .                   (8)

Когда R<<T или когда Т стремится к бесконечности, можно получить приблизительную оценку 
выражения (8), если положить R=0 в определении вероятности P(n, T). В этом случае  * , 0Q n T  , 
так как P(1, R)=0 и Р(n, Т) имеет пуассоновское распределение со средним значением TS/m. Однако 
слагаемое  TnQ ,  в вероятности P(n,T) будет зависеть от величины R, так как время простоя nR. 
Итак, 

  1A T K   ,                                                                            (9)

что совпадает с выражением для установившейся готовности. Дисперсия готовности на конечном ин-
тервале времени   V A T , равна дисперсии относительного значения времени простоя, то есть

    1 1V T nR T V nRT   . 

Приблизительную оценку этого выражения можно получить следующим образом. Рассмотрим 
дисперсию величины n, когда она имеет пуассоновское распределение со средним значением TSm–1. 

Дисперсия   1V n TSm , откуда    21 1 1V nRT TSm RT   , и, следовательно
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     12V A T R S mT 
 .                                                               (10)

Рассмотрим, может или нет операция пуска системы быть выполнена в течение первого цик-
ла, то есть нарушит ли первый отказ проведение этой операции? Предположим, что К=0,01. Тогда 
А(1)=0,96 и  0,01. В этом случае из неравенства Camp-Meidel в предположении симметричности 
распределения А(1) получаются следующие вероятности:

      
  
      

2

2

1 0,96 0,01 2 / 9 , 1,2,3,...

1 0,96 1/ 2

1 0,96 0,01 1 2 / 9 , 1,2,3,...

P A K K K

P A

P A K K K

   

 

     .

Таким образом, получены приближения для распределения величины А(1), которые в совокуп-
ности с экономическими факторами можно использовать для ответа на поставленный вопрос.

Следующий вопрос: может или нет операция пуска системы быть выполнена в начальный пери-
од времени? Положим S=1, m= 168 час., Т =168 час. и R=1 час. Тогда из выражения (9)   167 /168A T 
, и выражения (10) 1/168  . Это распределение системы сильно сдвинуто влево. Используя не-
равенство Чебышева, получим следующие вероятности:

      1/21 1 , 1,2,3,...P A T K K K     .

Эти границы в совокупности с экономическими факторами можно использовать для ответа на 
поставленный вопрос.

Исследуем проблему оптимального конструирования системы. Показано, что установивша-
яся готовность А приблизительно определяется выражением А=1–РМ-1, где М – среднее время до 
отказа независимое от распределения надежности системы. Дополнением готовности являет-
ся время простоя D, следовательно, 1D RM  . Рассмотрим систему экономических факторов, 
включающую стоимость оборудования, затраты в связи с восстановлением отказавшего оборудо-
вания, потери за время простоя, с учетом которых определим оптимальные значения конструк-
тивных параметров. Одним из стоимостных составляющих является функция установившей-
ся готовности, то есть времени простоя. Таким образом, стоимость оборудования есть функция 
от М, стоимость оборудования, необходимого для обеспечения частоты отказов М-1, равна 
К1

aM , где К1 и а положительные постоянные. Стоимость, затраченная на обеспечение времени 
восстановления R, равна K2R

b, где К2>0, b2<0 – постоянные величины. Стоимость времени простоя 
пропорциональна времени простоя и равна K3RM-1, где К3- постоянная величина. Тогда общая стои-
мость С системы равна:

1
1 2 3

a bC K M K R K RM     .                                                          (11)

Предположим, что при конструировании системы можно варьировать значения двух параме-
тров М и R. Тогда оптимальными будут также значения, при которых С – минимальна. Определяя 
частные производные и приравнивая их к нулю, получаем:

1 1
2 3/ 0bC R b K R K M         ,

1 2
1 3/ 0aC M a K M K R M          .                                                 (12)

Откуда оптимальные значения Р* и М* равны:
1( )1 1

1 2 2* ( ) ( ) ( )
a b aba aR a K b K K

         ,                                               (13)
1( )1 1

1 2 2* ( ) ( ) ( )
ab b ab bM a K b K K

        .                                               (14)

Рассмотрим случай, когда R и М нельзя варьировать одновременно. Пусть уравнение (11) полной 
стоимости системы есть функция только одного параметра. Таким образом, если М фиксировано, то 
общая стоимость является функцией переменной R, и для определения его оптимального значения 
R(M) имеем уравнение (12), из которого:

11 ( 1)
3 2( ) ( ( ) ) bR M K b K M

     .

Аналогично, при фиксированном R получаем оптимальное значение M(R):
11 ( 1)

3 1( ) ( ( ) ) aM R K R a K
    .

Чувствительность величин R*, M*, R(M) и M (R) по постоянным К1, К2 и К3 можно оценить, находя 
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соответствующие частные производные. Кроме того, чувствительность стоимости С по постоянным 
К1, К2 и К3 в случае варьирования M и R равна:

1 1 1 2
1 1 1 2 1 3 1 3 1/ ( / ) ( / ) ( / ) ( / ),a a bC K M aK M M K bK R R K K M R K K RM M K                 

1 1 1 2
2 1 2 2 2 3 2 3 2/ ( / ) ( / ) ( / ) ( / ),a b bC K aK M M K R bK R R K K M R K K RM M K                 

1 1 1 1 2
3 1 3 2 3 3 3 3 3/ ( / ) ( / ) ( / ) ( / ).a bC K aK M M K bK R R K RM K M R K K RM M K                  

В эти выражения надо подставить оптимальные значения величин М и R из (13) и (14).
Когда С есть функция только одного параметра, то есть С (М) или C (R), имеем следующие соот-

ношения:
1 2

1 1 1 3 1( ) / ( ( ) / ) ( ( ) / ),a aC M K M aK M M R K K RM M R K         
1 2

3 1 3 3 3( ) / ( ( ) / ) ( ( ) / ),aC M K aK M M R K K RM M R K        
1 1

2 2 2 3 2( ) / ( ( ) / ) ( ( ) / ),b bC R K R bK R R M K K M R M K         
1 1 1

3 2 3 3 3( ) / ( ( ) / ) ( / ).bC R K RM bK R R M K K M R K          
Для полноты изложения приведем выражения для частных производных, используемых для вы-

числения численных значений по выведенным выше формулам:
* 2 1 *

1 1 2 2/ ( ) ( ); / ( 1)( ) ( ) ( );aR K aK G R R K a bK b G R         
* 1

3 3/ ( ) ( )aR K a K G R     ,

где
 

1 ( )1 1 1
1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a b aba aG R a b ab aK bK K
           ;

*
1 1/ (1 )( ) ( )bM K a b aK H M    ;

* 1 * 1
2 2 3 3/ ( ) ( ); / ( ) ( )bM K bK H M M K b K H M       ;

11 ( )1 1 1
1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ab b ab bH M ab b a aK bK K
           ;

2 1 1
2 3 2 3 2( ) / ( ) ( ); ( ) / ( ) ( )R M K K bK M L R R M K bK M L R        ;

11 ( 1)1 1
3 2( ) ( 1) ( )

b
L R b K bK M

        ;

2 1 1
1 3 1 3 1( ) / ( ) ( ); ( ) / ( ) ( )M R K K R aK S M M R K R aK S M        ;

11 1 1 ( 1)
3 1( ) ( 1) ( ( ) ) aS M a K R aK

      .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При создании интегрированных производственных систем на условиях кооперации необходимо 
учитывать множество факторов, влияющих на качество продукции, производительность, экономиче-
ские показатели, а также сроки выполнения работ. Оптимальное конструирование производственной 
системы при этом в качестве основного критерия предусматривает готовность системы к выполне-
нию задания в соответствии с установленными требованиями. Основу готовности составляет  надеж-
ность системы, обеспечиваемая безотказной работой оборудования, и, в случае отказа, его восста-
новлением с минимальными потерями времени и средств. При этом готовность интегрированной 
производственной системы определяется готовностью всех входящих в нее подсистем и элементов. 
Кроме того, все подсистемы контролируются таким образом, чтобы функции надежности совпадали. 

Безусловно, задача обеспечения надежности подсистем и элементов в описываемой конфигура-
ции не ограничивается рамками вышеприведенных результатов. Однако, по нашему мнению, дан-
ный подход дает возможность, используя современные средства цифровизации, целенаправленно 
подходить к вопросам систематизации информации по контролю качества сложных производ-
ственных структур, комплексов машин и других сложных технических и технологических систем.
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The article addresses the task of ensuring the reliability of a set of elements, components, and product 
kits supplied by vendors for fi nal assembly, as well as the control and monitoring of the condition of 
elements and subsystems within technological and production systems across the entire supply chain. 
A study of complex system structures is presented. The system structure is understood as a schematic 
or mathematical representation of the main system elements, necessary and suffi cient to achieve the 
research objective; a system element is defi ned as a conditionally indivisible part of the system, with its 
distinguishing characteristic determined by the research goal; a system connection is understood as a 
condition defi ning one of the interactions between system elements. The results of a study of a system 
with an exponential reliability function and constant recovery time, availability, and its variance for a 
given number of cycles, a fi nite time interval, and a steady state are presented. System calculation criteria 
based on its cost model and including the availability function are defi ned. Methods for studying the 
sensitivity of the optimal values of the system’s mean time to failure and mean time to recovery across 
the entire system are described. It is substantiated that the steady-state availability does not depend on 
the distributions of system time to failure and recovery time and, over a fi nite time interval, is determined 
by the mathematical expectation of the failure-free operation time fraction. Approximations for the 
distribution of the steady-state equipment availability are obtained, which, together with economic 
factors, can be used to decide whether to launch the system during the fi rst cycle or in the initial period. 
The results of a study on the problem of optimal system design considering economic factors and the 
steady-state availability function are presented. It is concluded that the research results can be practically 
implemented using modern digitalization tools to systematize quality control information for complex 
production structures, machine complexes, and other complex technical and technological systems.
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