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В плоской постановке с использованием полярных координат рассматривается контактная зада-
ча для линейно-упругого клина, на биссектрисе которого расположено тонкое жесткое включение 
конечной длины. Внешние грани клина свободны от напряжений. Задача симметрична по угловой 
координате. Включение полностью сцеплено с упругой средой в области контакта. К включению 
приложена касательная сила, под действием которой оно смещается вдоль радиальной координа-
ты на заданную величину. При помощи метода интегрального преобразования Меллина задача 
сводится к интегральному уравнению относительно касательных контактных напряжений. Функ-
ция-символ ядра интегрального уравнения по своему поведению в нуле и бесконечности имеет 
тип котангенса гиперболического. В отличие от ранее рассмотренных случаев жесткой или скольз-
ящей заделки граней клина, где символ ядра типа тангенса гиперболического, здесь невозможно 
найти связь между приложенной силой и смещением включения. Если включение не выходит на 
вершину клина, вводится безразмерный параметр, характеризующий относительную удаленность 
включения от вершины, и для решения применяются три метода. Первый метод состоит в полу-
чении замкнутого решения, основанного на специальной аппроксимации символа ядра. Второй 
метод, регулярный асимптотический, включает разложение решения по степеням малого пара-
метра и эффективен для включений, относительно удаленных от вершины клина. Третий метод, 
сингулярный асимптотический, связан с суперпозицией вырожденного решения и решений типа 
погранслоя, получаемых на основе решений интегральных уравнений Винера-Хопфа. Этот метод 
эффективен для включений, относительно близких к вершине клина. Если включение выходит из 
вершины клина, приводится замкнутое решение задачи, основанное на решении возникающего 
интегрального уравнения Винера-Хопфа. Во всех случаях искомые контактные напряжения вы-
ражаются через силу, приложенную к включению. Проводится численный анализ для различных 
значений угла клина, коэффициента Пуассона и безразмерного параметра.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследования задач о включениях могут иметь применения при моделировании композитов, 
строительных конструкций с элементами жесткости, имплантов в тканях. Ранее было найдено точ-
ное решение контактной задачи о тонком эллиптическом включении в упругом пространстве [1]. 
Изучались плоские задачи о тонком жестком [1] или упругом [2] включении в полосе. Анализирова-
лись периодические системы включений в упругой плоскости [3]. Изучались задачи о включениях 
в нелинейной постановке, содержащей краевые условия в виде неравенств [4-6], проводилась оп-
тимизация параметров [7]. Изучались плоские [8] и пространственные [9] задачи о включениях в 
клине, грани которого находятся в условиях жесткой или скользящей заделки. В настоящей статье, 
по-видимому, впервые рассматривается случай, когда грани клина свободны от напряжений. Пока-
зано, что в плоской задаче в отличие от ранее рассмотренных задач [8] не удается определить связь 
между силой, приложенной к включению, и его смещением, что связано с изменением поведения 
в нуле функции-символа ядра интегрального уравнения. Аналогичный эффект наблюдается в пло-
ских задачах о вдавливании штампа в грань клина [10]. Альтернативным методом является метод 
конечных элементов [11].
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2. ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ И МЕТОД СПЕЦИАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ

В полярных координатах r, j рассмотрим плоский упругий клин {r ∈[0,∞); j ∈[-]} с тонким 
жестким включением a≤r≤b на биссектрисе =0 (рис. 1). Между включением и упругой средой осу-
ществляется полное сцепление в области контакта. К включению приложена касательная сила ин-
тенсивности 2T, направленная вдоль оси r. Под действием силы включение сдвигается на величину 
. Внешние грани клина свободны от напряжений (плоская задача A, полосовое включение в трех-
мерном клине). Материал клина имеет параметры упругости G (модуль сдвига) и  (коэффициент 
Пуассона). В силу симметрии достаточно рассматривать область 0 ≤ j ≤ a, граничные условия в кото-
рой имеют вид

 ;));(( 0  ;));((   ;0  :0 barbaruu rr                                          (1)

  0   :   r .                                                                     (2)

T 

a

b
ϕ=−α ϕ=α

Рис. 1. Схема контакта включения и клина

Используя интегральное преобразование Меллина и теорию вычетов [10,12], для неизвестного 
касательного напряжения в области контакта trj=t(r), a≤r≤b, j=0 получим интегральное уравнение        
( 1)1(4  G ,  43 )
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Асимптотика функции-символа (5) в нуле и бесконечности имеет вид:

               →+= uuOuBuL                                                                  (7)

∞→α−+= uuuOuL                                                        (8)
Поскольку функция-символ L(u) ведет себя в нуле и бесконечности как cth(u/B), невозможно опре-

делить связь между силой T и смещением d (это связано с плоской постановкой задачи [10]). Контакт-
ное напряжение требуется выразить через силу T при помощи условия равновесия включения

( ) Tdrr
b

a
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Параметр l характеризует относительную удаленность включения от вершины клина. В обозначе-
ниях (10), (11) уравнение (3) принимает вид 
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Для получения приближенного решения уравнения (12) при учете свойств (7), (8) используем 
метод специальной аппроксимации [10]

 ∞<<−∞≈ uBuuL                                                           (13)

После почленного дифференцирования уравнения (12) по x, взятия интеграла

( ) BtBduutBu ππ=
∞

                                                        
(14)

в ядре (12) приходим к известному интегральному уравнению, имеющему точное решение [10]

 λπ−λπ
λπ=ϕ ∗

BxB
BxBTx ,                                                     (15)

 −
∗ ϕ

λ
= dxxT  ,                                                                       (16)

Решение (15) является точным при =0.5, L(u)=cth(u) (включение в несжимаемой плоско-
сти с лучевым разрезом, границы которого свободны от напряжений). Относительная погрешность 
решения (15) не превосходит относительной погрешности  аппроксимации (13). Значение  чув-
ствительно к коэффициенту Пуассона (рис. 2). 

При =0.1 и ∈(0,] погрешность <9%. В связи с тем, что погрешность аппроксимации (13) при-
емлема не при всех значениях  и , требуется привлечение других методов.

π π α

ε

Рис. 2. Погрешность () (%) при =0,5 (сплошная линия), =0,3 (пунктир) и =0,1 (точки)

3. РЕГУЛЯРНЫЙ АСИМПТОТИЧЕСКИЙ МЕТОД

Для относительно удаленных от вершины клина включений (при достаточно больших l) приме-
ним метод разложения решения в ряд по степеням малого параметра l-1 [10]. Метод основан осно-
ванный на выделении регулярной части ядра продифференцированного уравнения (12) и разложе-
нии ее в ряд по степеням l-1, который сходится при >–1, что определяет границы применимости 
метода. В результате получим ( λ→∞ )
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Значения 0 и 1 даны в табл. 1.
Как показывают расчеты, погрешность асимптотического решения (17) при λ≥ α−1 не превышает 5%.
Величина  T/)0(0  по решениям (15) и (17) находится соответственно по формулам

 λ
+

λ
+

λ
+λ

π
=ϕ

λπ
=ϕ Oaa

B
B

.                                        (19)

При λ→∞  обе формулы (19) дают в пределе ./lim 0 
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4. СИНГУЛЯРНЫЙ АСИМПТОТИЧЕСКИЙ МЕТОД

Для относительно близких к вершине клина включений (при достаточно малых l) используем сингу-
лярный асимптотический метод, основанный на решении интегральных уравнений Винера-Хопфа [13] 
и аппроксимации функции-символа ядра на действительной оси легко факторизуемым выражением
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Параметры аппроксимации D, E и F и ее относительная погрешность 0 даны в табл. 2.

                           Таблица 2. Параметры аппроксимации (20) и погрешность 0 (%)

α π/4 π/2 3π/4 π/4 π/2 3π/4 π/4 π/2 3π/4 

ν 0,5 0,3 0,1 
D 0,275 2,93 1,16 0,455 1,79 1,10 1,72 1,64 0,367 
E 2,08 2,05 0,790 1,76 1,30 0,670 1,29 1,14 0,910 
F 1,80 0,900 0,600 1,70 0,700 0,500 0,400 0,400 1,10 
ε0 3,5 1,5 1 1,5 1 1 1 1 1,5 

Результаты расчетов характеристики контактного напряжения 0  тремя методами приведены 
в табл. 3. Как видно, при определенных значениях параметра l наблюдается смыкание асимптоти-
ческих решений.

                       Таблица 3. Характеристика контактного напряжения 0  при n=0,3

λ 0,5 1 2 0,5 1 2 

α π/2 2π/3 

 (15) 0,0796 0,263 0,606 0,0850 0,268  0,609 
 (17) — 0,256 0,598 — 0,270  0,610 
 (21) 0,0801 0,258 — 0,0863 0,274 — 

На рис. 3 показаны зависимости контактной характеристики  T/)0(0  от угла a и параметра 
, рассчитанные по замкнутому решению (первая формула (19)). Напряжение 0  растет при уве-
личении  и , что связано с отдалением свободных граней клина от области включения. На рис.b4 
показана зависимость контактной характеристики

Таблица 1. Значения постоянных (18)

α π/4 π/2 3π/4 π/4 π/2 3π/4 π/4 π/2 3π/4 

ν 0,5 0,3 0,1 
−a0103 1796 583 246 1152 517 258 1080 553 294 
a1103 2064 106 12,0 992 72,2 11,1 651 64,5 11,9 
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aGTTT =ϕ=ν−κϕ=ϕ
                                        

(27)

от коэффициента Пуассона  (здесь T — размерная сила), рассчитанная по второй формуле (19). С 
ростом  отнесенное к силе напряжение снижается.

5. СЛУЧАЙ ВЫХОДА ВКЛЮЧЕНИЯ НА УГОЛ КЛИНА

При выходе включения на вершину клина (a=0) контактная задача имеет замкнутое решение. 
Продифференцируем обе части интегрального уравнения (3) по r и введем обозначения

( ) ( ) θρρτ=ϕρ==η btbtrb .                                             (28)

Тогда уравнение (3) становится уравнением типа Винера-Хопфа [13]

 

( ) ( ) =−ηϕ
∞

dttlt ≤ η ∞
                                                       

(29)

( ) ( ) BduutuLtl π−=
∞

                                                            (30)

Решение уравнения (29) основано на факторизации мероморфной функции    zLzLzL )( , 
где  zL  регулярна при −> zz ,  ( )zL−    +< zz   . В результате получим

( ) ( )
( )

+∞

+∞− + η
ηη−=ϕ

ic

ic L
dtiAt ,                                                              (31)

где произвольная постоянная A0 должна быть выражена через силу T при помощи условия равно-

весия (9) Из (31) ясно, что поведение t(r)~
11 r  при 0r  определяется нулем 1 i  функции 

 zL b , в котором число 1  имеет наименьшую положительную действительную часть. Первые 
комплексные нули числителя  zL  (5) табулированы для некоторых  и  ([12], табл. 18). В табл. 

. 3.   ϕ0(α)  λ=1 ( )  ϕ0(λ)  α=π/2 ( ); ν=0,1 

. 4.   ϕ1(ν)  α=π/2, λ=2 

ϕ

ν

π π α

ϕ ϕ

λ
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4 даны показатели особенности t(r)~ r  при 0r , когда =0,25. Как видно, при увеличении угла 
клина возникают осцилляции контактных напряжений. Показатель  существенно зависит от коэф-
фициента Пуассона. Например, при =0,5 имеем =–0,5 (классическая корневая особенность 
без осцилляций), тогда как при =, =0,25 возникают осцилляции (см. табл. 4).

Таблица 4. Показатель особенности  (=0,25)

α π/4 π/2 3π/4 π 

γ 0,282 −0,255 −0,302+i0,0416 −0,500+i0,110 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Задача о жестком включении в клине с учетом смешанных граничных условий сведена к инте-
гральному уравнению, которое типично для плоских контактных задач. Показана близость реше-
ний плоской контактной задачи о включении в упругом клине, получаемых по методу специальной 
аппроксимации символа ядра интегрального уравнения и по асимптотическим методам «больших» 
и «малых» l. При необходимости можно увеличить точность аппроксимации (20), вводя добавочные 
сомножители на основе аппроксимаций типа Паде. Установлены особенности контактных напряже-
ний в кончике включения, достигающего угловой точки клина. Показана возможность осцилляций 
контактных напряжений в вершине клина.
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In a plane formulation using polar coordinates, the contact problem for a linear-elastic wedge is 
considered, on the bisector of which a thin rigid inclusion of fi nite length is located. External faces of 
wedge are stress-free. The problem is symmetrical with respect to angular coordinate. The inclusion 
is fully cohesive with the elastic medium in the contact area. A tangential force is applied to the 
inclusion, under the action of which it shifts along the radial coordinate by a specifi ed amount. Using 
the Mellin integral transformation method, the problem is reduced to an integral equation with respect 
to tangential contact stresses. The kernel symbol function of the integral equation in its behavior at zero 
and infi nity has the type of cotangent hyperbolic. Unlike previously considered cases of rigid or sliding 
support of wedge faces, where the kernel symbol is of the hyperbolic tangent type, it is impossible 
to fi nd a connection between the applied force and the inclusion displacement. If the inclusion does 
not extend to the apex of the wedge, introduce a dimensionless parameter characterizing the relative 
distance of the inclusion from the apex, and three methods are used to solve it. The fi rst method is to 
obtain a closed solution based on a special approximation of the kernel symbol. The second method, 
regular asymptotic, involves decomposing the solution by degrees of a small parameter and is effective 
for inclusions relatively distant from the apex of the wedge. The third method, singular asymptotic, is 
related to the superposition of a degenerate solution and solutions of the boundary layer type, obtained 
on the basis of solutions of the Wiener-Hopf integral equations. This method is effective for inclusions 
relatively close to the top of the wedge. If the inclusion comes out of the vertex of the wedge, a closed 
solution to the problem is given, based on the solution of the Wiener-Hopf integral equation. In all 
cases, the desired contact stresses are expressed in terms of the force applied to the inclusion. Numerical 
analysis is performed for various values of wedge angle, Poisson's ratio and dimensionless parameter.
Key words: elastic wedge, rigid inclusion, plane problem, integral equation, asymptotic methods.
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